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Vorwort

Die ebene Trigonometrie handelt von der Berechnung der
fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks. Das
vorliegende Buch unterscheidet sich in zwei wesentlichen
Punkten von den anderen Blichern Uber Trigonometrie:

Erstens werden Uberfllssige Schnorkel — und weniger
wichtiger Stoff weggelassen. Im Gegenzug werden die
zentralen Ideen ausfuhrlicher dargelegt, mehr substantielle
Beispiele vorgefiihrt und der strategische Gedankengang
hervorgehoben.

Zweitens wird im Buch dargelegt, wie man alle ben6tigten
Werte (beispielsweise Quadratwurzeln oder Sinuswerte)
berechnen kann. Altere Biicher zeigen meist nur das
Ablesen der gesuchten GroéfRen aus den trigonometrischen
Tafeln. Neuere Bicher erklaren den Lesern, welche Tasten
sie driicken missen, damit ihr Taschenrechner die gesuch-
ten Zahlen anzeigt. Dagegen wird im vorliegenden Buch
der Taschenrechner nur fir die vier Grundrechenarten
genutzt und alles andere berechnet. So kann sich der Leser
auch ein gewisses Verstandnis der klassischen trigonome-
trischen Tafeln und einen Einblick in die Funktionsweise
eines wissenschaftlichen Taschenrechners verschaffen.

Die ersten drei Kapitel und der erste Abschnitt des vierten
Kapitels des Buches enthalten alles, was der Praktiker zur
Dreiecksberechnung benétigt.

Dank der Hinweise von Herrn Gunnar Heiden konnten
zahlreiche Druckfehler korrigiert werden.

Dr. A. Roux, Brihl, Juni 2024
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Trigonometrie

1. Einfiihrung und Uberblick

Die Trigonometrie (oder Dreiecksberechnung) handelt von
der Berechnung der fehlenden Seiten und Winkel eines
Dreiecks. Das Wort Trigonometrie ist griechischen
Ursprungs: tri (drei), gonia (Winkel, Ecke), metron (MaR).

Viele geometrische Figuren lassen sich berechnen, indem
man sie in Dreiecke zerlegt; diese Dreiecke kénnen dann
mit Hilfe der Trigonometrie berechnet werden.

Zerlegung
_—

Viereck zwei Dreiecke

Aber auch ein Dreieck kann zerlegt werden, beispielsweise
durch das Einzeichnen einer Hohe. So ergeben sich zwei
rechtwinklige Dreiecke (d. h. Dreiecke mit einem Winkel
von 90°):

Zerlegung
R ——

Dreieck zwei rechtwinklige
Dreiecke

Die Trigonometrie besteht also aus zwei strategischen
Teilen:
1. Berechnung rechtwinkliger Dreiecke

2. Berechnung beliebiger Dreiecke (durch
Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke)



Einfiinrung und Uberblick

Fur die vollstandige Berechnung rechtwinkliger Dreiecke
benotigt man nur zwei Dinge:

1. Satz von Pythagoras
2. Sinus und Kosinus

Beliebige Dreiecke sind grundsatzlich  vollstandig
berechenbar durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke.
Diese immer wiederkehrenden Zerlegungen und Berech-
nungen werden ein fur alle Mal in zwei Formeln zusam-
mengefasst:

1. Sinussatz
2. Kosinussatz

Mit dem Sinussatz und dem Kosinussatz lassen sich alle
Dreiecksprobleme l6sen. Bei rechtwinkligen Dreiecken
sind der Satz von Pythagoras sowie Sinus und Kosinus
einfacher und daher vorzuziehen.

Als Anwendungsbeispiele betrachten wir u. a.

- Vierecke und die

- Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus
(Formeln fur Sinus und Kosinus einer
Winkelsumme)

Zu einem Text Uber Trigonometrie (Dreiecksberechnung)
gehdren selbstverstandlich auch die Erstellung einer prak-
tischen Sinus- und Kosinustafel und die Darstellung von
Formeln zur beliebig genauen Berechnung von Sinus- und
Kosinuswerten. Diesen Themen widmen sich die Kapitel 4,
5und 6. Die Ergebnisse beruhen auf den Additionstheore-
men und der Betrachtung kleiner Winkel.
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Trigonometrie

Grundlegendes Uber Dreiecke

Wir wiederholen zwei grundlegende und anschauliche
Tatsachen tiber Dreiecke:

1. Die Winkelsumme in einem Dreieck betragt 180°:

/2> />

MA a+pf+y = 180° MA

2. Zwei Dreiecke mit gleichen Winkeln haben die gleiche
Form, sie unterscheiden sich nur in der GroRe, sie sind
»ahnlich®, zum Beispiel:

3 A 4 mal 2
AN T
4 8
Aufgaben

1. Berechne die Winkelsumme im Viereck, Fiinfeck, Sechs-
eck und Siebeneck. (Zerlege dazu das Viereck in zwei
Dreiecke, das Funfeck in ein Viereck und eine Dreieck oder
in drei Dreiecke, usw.)

2. Berechne die Winkelsumme im n-Eck.

11



Einfiinrung und Uberblick

3. Berechne die fehlenden Seiten der dhnlichen Dreiecke:

6 a="?

4 6 c=7?

5. Ein Pfahl ist 1 m hoch und wirft einen Schatten von
1,50 m. Zur gleichen Zeit ist der Schatten einer Tanne 17 m
lang. Wie hoch ist die Tanne?

6. Eine 170 cm grofRe Person wirft einen Schatten, der 3
Schritte lang ist. Zur gleichen Zeit wirft ein Gebaude einen
Schatten von 42 Schritten Lange. Wie hoch ist das
Gebaude?

12



Trigonometrie

2. Rechtwinklige Dreiecke

Wir betrachten drei Themen:

- Satz von Pythagoras
- Quadratwurzel-Berechnung
- Sinus, Kosinus, Tangens.

In einem rechtwinkligen Dreieck hei8en die Seiten, die am
rechten Winkel liegen, Katheten. Die Seite, die dem rechten
Winkel gegendiber liegt, heil3t Hypotenuse:

Kathete Kathete

Hypotenuse

2.1 Der Satz von Pythagoras

Der Satz von Pythagoras ist nach dem griechischen
Mathematiker und Philosophen Pythagoras (570 v. Chr. bis
510 v. Chr.) benannt, der vermutlich den ersten Beweis
erbracht hat. Der Satz war aber bereits vorher bekannt.
Anwendungen finden sich auf altbabylonischen Tontafeln,
die etwa 1800 v. Chr. erstellt wurden.

Der Satz von Pythagoras besagt, dass in einem rechtwink-
ligen Dreieck die Flachen der Quadrate Uber den Katheten
zusammen genauso groR sind wie die Flache des Quadrates
uber der Hypotenuse:

13



Rechtwinklige Dreiecke

Kathetenquadrat + Kathetenquadrat =
Hypotenusenquadrat

Kathete? + Kathete? = Hypotenuse?2

Bezeichnet man die Kathetenlangen mit a und b, die
Hypotenusenlénge mit ¢, so lautet der Satz des Pythagoras:

az+b? = c?

Erste Herleitung des Satzes von Pythagoras.

Wir betrachten einen Beweis, der von unserer Zerlegungs-
philosophie ausgeht.

Wir teilen das gegebene rechtwinklige Dreieck in zwei
ebenfalls rechtwinklige Dreiecke, indem wir Hohe auf der
Hypotenuse einzeichnen. Die zwei Teildreiecke haben

14



Trigonometrie

dieselben Winkel wie das urspriungliche Dreieck. Sie
unterscheiden sich nur in ihrer GréRe (um einen Faktor).

olo

YD\
c

a
ﬁ\ .%
q p

/ \
e

a

Die Hypotenusenabschnitte p und g sind daher:

2 2
p:a.gzi und qzbgzbi
C C C C

Wir addieren die Abschnitte und multiplizieren mit c:

p+q=-c
az b2
—+—=c
c C

15



Rechtwinklige Dreiecke

a2+b? =c?

Zweite Herleitung des Satzes von Pythagoras.

Wir missen zeigen, dass die Summe der Flachen der Ka-
thetenquadrate gleich ist der Flache des Hypotenusen-
guadrates:

Dazu vergleichen wir die Flachen der beiden Figuren:

Das Dreieck ist gewissermalien das Verbindungsglied. Flgt
man zu jeder der beiden Figuren noch 3 Exemplare des
Dreiecks hinzu, so entstehen zwei flachengleiche Quadrate:

16



Trigonometrie

Die Seitenldange der beiden Quadrate ist die Summe der
beiden Kathetenlangen.

Anwendungen des Satzes von Pythagoras

Beispiel 1 (Hypotenuse gesucht)
Ein rechtwinkliges Dreieck hat Katheten der Lange 4 cm
und 3 cm. Wie lang ist die Hypotenuse?

Ldsung

Satz von Pythagoras:
Hypotenuse? = Kathete? + Kathete?

Beim gegeben Dreieck bedeutet dies:
x? = 32+42

X2 =9+16

x2 =25
Nun ziehen wir die Wurzel:

XxX=5

Also ist die Hypotenuse 5cm lang.

Beispiel 2 (Kathete gesucht)

Ein rechtwinkliges Dreieck besitzt eine Kathete der Lange
6 cm, die Hypotenuse ist 10 cm lang. Wie lang ist die
andere Kathete?

17



Rechtwinklige Dreiecke

Ldsung

10
Satz von Pythagoras:

Kathete? + Kathete? = Hypotenuse?
Beim gegeben Dreieck bedeutet dies:

62 +x2 =102
36+x2 =100 | -36
X2 = 64
Nun ziehen wir die Wurzel:
X=28

Also ist die andere Kathete 8 cm lang.

Beispiel 3 (Beziehung zwischen Seiten gegeben)

In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete 4 cm
lang. Die Hypotenuse ist 2cm langer als die andere
Kathete. Wie lang sind die Hypotenuse und die fehlende
Kathete?

Ldésung

y
Ausgangspunkt der Ldsung ist der Satz von Pythagoras.
Dabei sind die zwei GroRen x und y unbekannt. Die
gegebene Beziehung y = x+2 wird dazu benutzt, um die

18



Trigonometrie

Unbekannten y zu entfernen.
Der Satz von Pythagoras besagt:
X2 442 = y?
Wir ersetzen y durch x+2:
X2 +42 = (x+2)2

Nun lésen wir die Klammer mithilfe der ersten binomi-
schen Formel auf, ziehen auf beiden Seiten x2 ab und losen
nach x auf:

X2 +4% = (x+2)?

X2+16 = x2+4x+4
16 = 4x+4
12 = 4x
3=X
X =3

Die Hypotenuse hat die Lange:
y=x+2=3+2=5

Also ist die gesuchte Kathete 3 cm lang und die Hypote-
nuse 5cm.

Beispiel 4 (Herons Formel fur die Dreiecksflache)
In einem beliebigen Dreieck sind die drei Seitenléngen a, b
und c gegeben.

Wir suchen den Flacheninhalt des Dreiecks.

Anmerkung: Die lbliche Flachenformel A = gTh setzt die

Kenntnis einer Hohe h und der zugehdrigen Seite g voraus.

19



Rechtwinklige Dreiecke

Ldsung
Wir betrachten die Hohe h auf der Seite c:

Die Anwendung des Satzes von Pythagoras auf die beiden
rechtwinkligen Teildreiecke liefert folgende zwei Glei-
chungen in den zwei Unbekannten h und x:
X2 +h? = a2
(c—x)*+h? = b?

Wir l6sen die Klammer in der zweiten Gleichung auf und
ziehen die erste Gleichung ab:

X?+h? = a?
c2—2cx+Xx2+h? = Db?
Daher:
€2 —2cx = b?-a?
az+c?—p?

X =
2¢C

Nun koénnen wir aus der ersten Gleichung h? bestimmen:

a2+c2—b2j2

h? =a2-x? = az—(
2C

20



Trigonometrie

Wir formen den gewonnenen Ausdruck mit Hilfe der
binomischen Formeln um:

he = az_(a2+02—b2j2
2c

( a2+c2—b2j[ a2+c2—b2j
a+———— |jla—————
2C 2C

_ 2ac+a’+c?-b? _—2ac+a2+cz—b2j
2c 2c

B (a+c)2—b2 ‘bz—(a—c)

2C 2C
_ (a+c+b)(a+c—b).(b+a—c)(b—(a—c))
2¢C 2C
_ (a+c+b)(a+c—b)(b+a-c)(b-a+c)
4c?
_ (a+b+c)(-a+c+b)(a-b+c)(a+b-c)
4¢?

Die Hohe des Dreiecks ist also:

h_ \/(a+b+c)(—a+c+b)(a—b+c)(a+b—c)
2c

21



Rechtwinklige Dreiecke

Die Dreiecksflache ist also:

a-Sh
2

\/(a+b+c)(—a+c+b)(a—b+c)(a+b—c)
4

A =

Die vier Faktoren in der Wurzel sind aufgrund ihrer
Struktur leicht zu merken. Der erste Faktor ist die Summe
aller Seiten, bei den nachfolgenden Faktoren wird jeweils
ein Summand mit einem Minuszeichen versehen.

22



Trigonometrie

Aufgaben

1. Berechne die fehlende Seite im jeweiligen rechtwinkli-
gen Dreieck.

b a
c

a) Gegeben: a=8, b=15

b) Gegeben: a=6, c=10

c) Gegeben: b=12, ¢c=37
d) Gegeben: a=3, c=6

e) Gegeben: b=4, ¢c=8

f) Gegeben: a=5, b=6

2. Prufe mit Hilfe des Satzes von Pythagoras, ob die folgen-
den Dreiecke rechtwinklig sind:

a) Dreieck mit Seitenlangen 2, 3 und 4.
b) Dreieck mit Seitenlangen 3, 4 und 5.
¢) Dreieck mit Seitenlangen 5, 12 und 13.
d) Dreieck mit Seitenldngen 8, 15 und 17.
e) Dreieck mit Seitenlangen 6, 9 und 10.

3. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die
Lénge 11, eine der Katheten hat die Lange 5 Berechne die
Lange der anderen Kathete.

4. Wie lang ist die Hypotenuse eines gleichschenkligen,
rechtwinkligen Dreiecks, in dem beide Katheten die L&nge
1 haben?

5. Berechne die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der

23



Rechtwinklige Dreiecke

Seitenlange 1.

6. Berechne Hohe und Flacheninhalt eines gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenldnge a = 5.

7. Finde die allgemeine Formel fur die Berechnung der
Hohe h eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlénge a.

8. Berechne die Lange der Diagonalen eines 5 cm langen
und 3 cm breiten Rechtecks.

9. Berechne die Lange der Raumdiagonalen eines Schuh-
kartons, der 30 cm lang, 15 cm breit und 10 cm hoch ist.

10. Berechne Héhe und Fl&cheninhalt eines gleichschenk-
ligen Dreiecks mit den Schenkeln a = b =5 c¢cm und der
Grundseite ¢ =3 cm.

11. a) Gehe vom regelméaRigen Sechseck aus, um die
Seitenldnge s des regelmaRigen Zwdolfecks zu berechnen.
Berechne aullerdem Umfang und Fl&cheninhalt von Sechs-
eck und Zwolfeck.

24



Trigonometrie

6-Eck 12-Eck

b) Berechne die Seitenlédnge s' des umschriebenen Zwolf-
ecks (ahnliche Dreiecke).

c) Folgere aus a) und b), dass 7z zwischen 3,1058 und
3,2154 liegen muss.

25



Rechtwinklige Dreiecke

2.2 Quadratwurzeln

Bei der Berechnung einer Seitenldnge eines rechtwinkligen
Dreiecks mit Hilfe des Satz von Pythagoras ergibt sich zu-
nachst lediglich die Flache des Quadrats uber der gesuchten
Seite. Aus der Flache des Quadrats muss dann die Seiten-
lange berechnet werden.

Beispiel
Berechne die Seitenldnge a eines Quadrats mit der Flache
20.

20 a="?

Ldsung:
Die Flache des Quadrates ist

az =20.
Man sagt:

,,a ist die Quadratwurzel aus 20.“

20

HORNY :

Wurzel

26



Trigonometrie

Oft wird auch kurz ,,Wurzel statt ,,Quadratwurzel” gesagt.
Das von Christoph Rudolff (ca. 1450-1543) eingefuhrte

Waurzelzeichen «/ ist der stilisierte Anfangsbuchstabe r
von radix, des lateinischen Ausdruckes fir Wurzel. Die
Entwicklung kann man sich etwa wie folgt vorstellen:

Wurzel aus 20 — 120 — V20 — /20

Die gesuchte Seitenlange a hat mit <20 einen neuen Na-
men bekommen. Sie muss aber noch als Dezimalzahl hin-
geschrieben, also berechnet werden.

Berechnung von Quadratwurzeln

Wir betrachten eine nach dem Griechen Heron (ca. 10-70,
Alexandria) benanntes Verfahren, das jedoch im Wesent-
lichen schon den Altbabyloniern um 1800 v. Chr. bekannt
war.

Die heutigen Taschenrechner berechnen damit die Wurzeln.
Das Verfahren von Heron geht von einem (groben)
Néherungswert (Startwert) aus. Der Wert wird dann
verbessert. Diese Verbesserungsprozedur wird nun so lange
wiederholt, bis man die gewilinschte Genauigkeit (z. B. 8
richtige Stellen nach dem Komma) erreicht hat.

Die Einzelheiten werden nun am Beispiel der Wurzel aus
20 erlautert.

Wir suchen eine Zahl, die mit sich selber multipliziert 20
ergibt:

?-7=20

27



Rechtwinklige Dreiecke

Eine glatte (ganze) Zahle kommt leider nicht in Frage, denn
4.4 =16 ist zu klein und 5-5 =25 zu grof3. Die gesuchte
Waurzel muss zwischen 4 und 5 liegen.

Geht man den pragmatischen Kompromiss ein, zunachst
auf die Gleichheit der Faktoren zu verzichten, ist es leicht,
20 als Produkt zu bekommen:

4.5 =120

Wenn man keine so schone Zerlegung findet, kann man im-
mer auf die Zerlegung mit der Eins als einem der Faktoren
zuruckgreifen:

1.20 = 20

Bei einer solchen Zerlegung ist der eine Faktor zu klein und
der andere zu groB, um bei der Multiplikation mit sich
selber 20 zu ergeben. Die Wahrheit liegt dazwischen. Der
am einfachsten zu berechnende Zwischenwert ist der
Mittelwert, er liegt genau in der Mitte und berechnet sich
als die Summe der beiden Zahlen, dividiert durch Zwei.
Genauso findet man Ubrigens auch die Endnote aus zwei
Teilnoten.

Betrachten wir die Zerlegung

4.5 = 20,
so sind die Faktoren 4 und 5, und ihr Mittelwert ist:
45 _ g
2

Den Wert 4,5 nehmen wir nun als neuen ersten Faktor. Der
zweite Faktor kann nicht frei gewéhlt werden, sondern
muss so berechnet werden, dass das Produkt 20 ergibt:

4,5-7 = 20.

28



Trigonometrie

Der gesuchte zweite Faktor muss daher der Quotient von 20
und 4,5 sein:

452 _ 20,
4,5

Setzt man den Quotienten (auf 5 Nachkommastellen gerun-
det) ein, so kommen wir zu folgender Zerlegung:

4,5.4,44444 ~ 20.

Beide Faktoren liegen nun viel naher beieinander als bei der
ursprunglichen Zerlegung. Setzt man das Verfahren fort, so
gelangt man zu Faktoren, die sich beliebig nahe kommen.

Wir fuhren das erlauterte Verfahren nun in kurzer schema-

tischer Form durch, um \/ﬁ bis auf 5 Nachkommastellen
zu berechnen.

1. Schritt
Zerlegung: 4-5 =20 (auch moglich: 1-20 = 20)

Mittelwert: % =45

2. Schritt
Zerlegung: 4,5-? = 20
452 _ 20
4,5
4,5-4,44444 ~ 20
Mittelwert; w = 4,47222

29



Rechtwinklige Dreiecke

3. Schritt
Zerlegung: 4,47222-? = 20
a4,47220.— 29 _
4,47222
4,47222-4,47205 ~ 20
Mittelwert: 2 47222;4’47205 ~ 4,47214
4. Schritt
Zerlegung: 4,47214-? = 20
44721420 _
4,47214
4,47214-4,47213 ~ 20
Mittelwert, 2472144447213 ) 40514

2

Der letzte Schritt hat keine weitere VVerbesserung gebracht.
Auch weitere Schritte wiirden wieder die Zahl 4,42214
liefern. Wir koénnen also abbrechen und das Ergebnis
festhalten:

J20 ~4,47214

Anmerkungen

1. Das Heron-Verfahren ist quadratisch konvergent. Das
bedeutet praktisch, grob gesagt, folgendes: Bei jedem Ver-
besserungsschritt verdoppelt sich die Anzahl zutreffender
Nachkommastellen.

2. Das Heron-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, der
gleiche Rechenvorgang wird immer wiederholt. Auch kom-

30



Trigonometrie

plizierte Gleichungen koénnen durch iterative Verfahren
geldst werden. In der Tat ist das Heron-Verfahren ein Spe-
zialfall des Newton-Verfahrens.

3. Eine andere und allgemeinere Begriindung des Heron-
Verfahrens ist folgende. Wenn x, ein guter N&herungswert
flr \/ﬁ ist, so ist der genaue Wert x=x +d, wobei d
einen kleinen Wert hat. Da x2 =(x, +d)? =x2+2xd +d?
und x? =20, ist x2+2x0d+d?=20. Weil d Dbetraglich
klein ist, ist d? noch kleiner und praktisch vernachléassigbar
(zum Beispiel d =0,01 und d? =0,0001). Also kann d? in
obiger Gleichung weggelassen werden: x2+2xd ~20.
Daraus ergibt sich
d~(20-x2)/(2x) und x=x+d zx1+—§0/x1

X, +20/x,
2

Der verbesserte Wert x, = entspricht genau dem

Mittelwert der Faktoren der Zerlegung, die sich aus dem
Faktor x, ergibt.

4. Bei der Wurzelberechnung kann man sich auf Zahlen
zwischen 1 und 100 beschranken. Beispiel:

\/200.000 = /20-10.000
= /20-4/10.000
= /20-100

5. Das Heron-Verfahren kann sinngeméaR auf die Berech-
nung der Kubikwurzel und weiterer hoherer Wurzeln ber-
tragen werden.
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Rechtwinklige Dreiecke

Aufgaben

1. Berechne die Quadratwurzel aus den Zahlen 2, 3, 5, 10
und 65 mit einer Genauigkeit von sechs Nachkomma-
stellen.

2. Berechne die Quadratwurzel aus 80 mit einer Genauig-
keit von sechs Nachkommastellen mit den zwei verschiede-
nen Startwerten 1 und 10 (d. h. mit der Anfangszerlegungen
1-80 = 80 bzw. 10-8 = 80).

3. Finde die Quadratwurzel aus folgenden Zahlen:
a) 9, 900, 90.000, 9.000.000, 0,09, 0,0009, 0,000.009.
b) 90, 9000, 0,9, 0,009.
4. Berechne die Quadratwurzel aus
4,51-10% und 4,51-10%!
mit einer Genauigkeit von jeweils sechs Dezimalstellen.
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2.3 Sinus, Kosinus, Tangens

Wenn von einem rechtwinkligen Dreieck zwei Seiten gege-
ben sind, kann man die dritte Seite mit dem Satz von
Pythagoras berechnen. Wie kann man aber die Winkel be-
rechnen? Umgekehrt, wenn eine Seite und alle Winkel
gegeben sind, wie kann man dann die zwei fehlenden
Seiten berechnen?

Man benétigt eine Beziehung zwischen Winkeln und Sei-
tenlangen.

In der Antike hat man dafir eine Sehnentabelle benutzt. In
ihr ist zu jedem (Mittelpunkts-)Winkel die zugehorige
Sehnenléange in einem Kreis (mit dem Radius 1) angegeben.

Eine Sehnentabelle steht auf der ndchsten Seite.
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Rechtwinklige Dreiecke

Sehnentabelle

Winkel | Sehne Winkel | Sehne
a S a S
0° 0,0000 90° 1,4142
5° 0,0872 95° 1,4746
10° 0,1743 100° 1,56321
15° 0,2611 105° 1,5867
20° 0,3473 110° 1,6383
25° 0,4329 115° 1,6868
30° 0,5176 120° 1,7321
35° 0,6014 125° 1,7740
40° 0,6840 130° 1,8126
45° 0,7654 135° 1,8478
50° 0,8452 140° 1,8794
55° 0,9235 145° 1,9074
60° 1,0000 150° 1,9319
65° 1,0746 155° 1,9526
70° 1,1472 160° 1,9696
75° 1,2175 165° 1,9829
80° 1,2856 170° 1,9924
85° 1,3512 175° 1,9981
90° 1,4142 180° 2,0000
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Grobe Werte der Sehnenldngen konnen zeichnerisch ermit-
telt werden. Genauere Werte kdnnen berechnet werden. Fir
einige Winkel ist die Sehnenlédnge leicht zu bestimmen:

a)
b)

c)

d)

e)

Fur 0° ist die Sehne nur ein Punkt, die Lange also 0.

Fur 60° liegt ein gleichseitiges Dreieck vor. Die Sehne
hat daher die Lange 1.

Fur 90° ist die Sehne die Hypotenuse eines gleich-
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten der
Lange 1. Nach dem Satz von Pythagoras betrdgt die

Sehnenlinge /2 ~1,4142.

Fir 120° ist besteht das Dreieck aus zwei halben gleich-
seitigen Dreiecken mit der Seitenldnge 1. Die halbe
Sehne ist die Hohe dieser Dreiecke. Die Sehne hat also

die Lange /3 ~1,7321.

Fur 180° ist die Sehne der Durchmesser, also 2 lang.

An einem Beispiel soll nun gezeigt werden, wie man die
Sehnentabelle fur die Berechnung an einem rechtwinkligen
Dreieck nutzen kann.

Beispiel 1
Gegeben ist das folgende rechtwinklige Dreieck:

Die Kathete a soll berechnet werden.
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Ldsung:

Wir mochten ein rechtwinkliges Dreieck mit Hilfe der
Sehnentabelle berechnen. Dazu halbieren wird das vom
Mittelpunktswinkel und der Sehne gebildete Dreieck,
indem wir die H6he auf der Sehne hinzufiigen:

(O-(%

Wir erhalten zwei (gleiche) rechtwinklige Dreiecke. Die
Hypotenuse hat die Lange 1, die Kathete gegentiber dem
halben Mittelpunkstwinkel ist die halbe Sehne.

Das gegebene Dreieck des Beispiels hat eine Hypotenuse
der Lange 7. Wir mussen es um den Faktor 7 verkleinern,
damit die Hypotenuse die passende Lénge von 1 hat:

al7
/{@\ -7 50°
50°
7

Nun schauen wir also bei & =2-50°=100° in der Sehnen-
tabelle nach und erhalten die Sehnenldnge s =1,5321.

Nun ist a/7 die halbe Sehnenlange:

a_15321

=0,76605.
7
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Also ist a=7-0,76605=5,36235 die gesuchte Lange der
Katheten.

Das Beispiel zeigt, wie umstandlich die Sehnentabelle bei
der Anwendung auf rechtwinklige Dreiecke ist. Zunachst
wurde der Winkel verdoppelt und anschlielend die Sehne
halbiert.

Der Inder Aryabhata (476-550) hat Abhilfe geschaffen. Er
hat die halbe Sehne zum halben Mittelpunktswinkel be-
trachtet und eine entsprechende Tabelle erstellt. Durch
einen Ubersetzungsfehler ist aus dem Wort ardha-jya
(Sanskrit fur halbe Sehne) die Bezeichnung Sinus
(lateinisch flr Bucht, Ausbuchtung, Bogen, Busen, Tasche)
hervorgegangen. Aryabhata ist also der Verfasser der ersten
Sinustabelle. Sie hat die Schrittweite von 3,75°:

Sinustabelle (Halbsehnentabelle)

Winkel Sinus Winkel Sinus
0,00° | 0,0000 45,00° | 0,7071
3,75° | 0,0654 48,75° | 0,7518
7,50° | 0,1305 52,50° | 0,7934

11,25° | 0,1951 56,25° | 0,8315
15,00° | 0,2588 60,00° | 0,8660
18,75° | 0,3214 63,75° | 0,8969
22,50° | 0,3827 67,50° | 0,9239
26,25° | 0,4423 71,25° | 0,9469
30,00° | 0,5000 75,00° | 0,9659
33,75° | 0,5556 78,75° | 0,9808
37,50° | 0,6088 82,50° | 0,9914
41,25° | 0,6593 86,25° | 0,9979
45,00° | 0,7071 90,00° 1,0000
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Die Halbsehne zum halben Mittelpunktswinkel ist nichts
anderes als die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit
der Hypotenuse der Lange 1. Die Kathete liegt gegeniber
dem betrachteten Winkel, sie wird daher auch als Gegen-
kathete bezeichnet.

Wir lassen nun den Kreis weg und betrachten lediglich das
rechtwinklige Dreieck, das wir in Ubersichtlicher GroRe
zeichnen:

sin & = Gegenkathete zum Winkel «

1

Ein rechtwinkliges Dreieck mit einer beliebigen Hypo-
tenuse c, kann wie in Beispiel 1 zu einem Dreieck mit der
Hypotenuse 1 gemacht werden:

alc

c 1
Die Gegenkathete im rechten Dreieck ist sin« :
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. a  Gegenkathete
sing = —=——"—
o Hypotenuse

Wir greifen das Dreieck aus Beispiel 1 nochmals auf und
I6sen es mit Hilfe des Sinus.

Beispiel 2
Gegeben ist das folgende rechtwinklige Dreieck:

Die Kathete a soll berechnet werden.

Losung:
Die obige Beziehung
_ Gegenkathete

Hypotenuse

sina

angewendet auf das vorliegende Dreieck ergibt:
sin50° = 3.
7

Einer Sinustabelle (s. u.) oder einem Taschenrechner
entnehmen wir, dass sin50° =~ 0,7661. Wir setzen dies in

die Gleichung ein, multiplizieren mit 7:

0,7661~ 2
7

7-0,7661~a
a=5,3627
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Die folgende kleine Sinustabelle kann der Leser aus obiger
Sehnentabelle gewinnen:

a sin a
0° 0,0000
5° 0,0872

10° 0,1737

15° 0,2588

20° 0,3420
25° 0,4226
30° 0,5000
35° 0,5736
40° 0,6428
45° 0,7071
50° 0,7661
55° 0,8192
60° 0,8661
65° 0,9063
70° 0,9397
75° 0,9660
80° 0,9848
85° 0,9962
90° 1,0000

Zum Sinus sind spater noch der Kosinus und Tangens hin-
zugekommen.

Der Kosinus wurde urspriinglich ausfiihrlicher als ,,sinus
complementi‘“ bezeichnet. Er kann als Sinus des Komple-
mentwinkels betrachtet werden:
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cosa = Sinus des Komplementwinkels von «
Sinus von S
_ Gegenkathete von
Hypotenuse
Ankathete von
Hypotenuse

Also ist einfach
Ankathete

cosqg = —.
Hypotenuse

Der Tangens wurde frither ,,umbra versa“ (,,umbra® latei-
nisch fiir ,,Schatten”) genannt und ist aus arabischen
Schattentabellen hervorgegangen. Gegenstandshéhe und
Schattenlange sind die zwei Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks, wie man an der folgenden kleinen Zeichnung
sehen kann:

Die Definition des Tangens enthélt daher nur die Katheten:

Gegenkathete
tang = ————.
Ankathete
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Rechtwinklige Dreiecke

Zusammenfassung
b a
o
c

Gegenkathete _ a

sina = =
Hypotenuse c
Ankathete b

cosqg = —— = —
Hypotenuse ¢
Gegenkathete a

tang = ————— = —

Ankathete Db

Anmerkungen

1. Die Gegenkathete ist die Kathete, die dem betrachteten
Winkel gegenlber liegt. Die Ankathete ist die Kathete, die
an dem betrachteten Winkel liegt.

2. Der Kosinus eines Winkels ist der Sinus des Komple-
mentwinkels, d. h. cosa = sin(90°—«) .

3. Der Tangens ist der Quotient von Sinus und Kosinus
sina

(weil die Hypotenusen sich wegkdirzen): tana = .
cosa
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Die Anmerkungen 2 und 3 ermdglichen die Erweiterung
der obigen Sinustabelle um die Kosinus- und Tangens-
werte. Das Ergebnis ist die nachstehende trigonometrische
Tafel:

a sin CoS o tan

0° 0,0000 1,0000 0,0000

5° 0,0872 0,9962 0,0875
10° 0,1737 0,9848 0,1764
15° 0,2588 0,9660 0,2679
20° 0,3420 0,9397 0,3639
25° 0,4226 0,9063 0,4663
30° 0,5000 0,8661 0,5773
35° 0,5736 0,8192 0,7002
40° 0,6428 0,7661 0,8391
45° 0,7071 0,7071 1,0000
50° 0,7661 0,6428 1,1918
55° 0,8192 0,5736 1,4282
60° 0,8661 0,5000 1,7322
65° 0,9063 0,4226 2,1446
70° 0,9397 0,3420 2,7477
75° 0,9660 0,2588 3,7326
80° 0,9848 0,1737 5,6695
85° 0,9962 0,0872 11,4243
90° 1,0000 0,0000 -

In Kapitel 4.4 und 5.4 werden wir trigonometrische Tafeln
berechnen. Fir die besonderen Winkel 45°, 30° und 60°
kénnen die Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte einfach be-
rechnet werden, und zwar mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras, angewendet auf ein halbes Quadrat (d. h. ein
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck) und ein halbes
gleichseitiges Dreieck.
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Die besonderen Winkel 45°, 60° und 30°

1. Wir betrachten ein gleichschenkliges rechtwinkliges
Dreieck mit Katheten der Lange 1.

45° 45°
V2

Die Hypotenuse ¢ ist V2, denn nach dem Satz von Pytha-
goras ist:

c2 =12+12
cz2 =2
c=2

Also

N

sinqge _ Gegenkathete 1 12 V2 0,7071

Hypotenuse 2 2.2 2
Ankathete 1 2

cos45° = ————— = — = — ~ (,7071
Hypotenuse 2 2
tan 450 — Gegenkathete _ 1 _
Ankathete 1

2. Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
lange 1 und zeichnen die Héhe h ein. Die zwei Teildrei-
ecke sind rechtwinklig, wir betrachten das linke. Alle
Winkel im gleichseitigen Dreieck betragen 60°.
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30°

60°
1/2

Wir berechnen die Hohe mit dem Satze von Pythagoras:

v (3) =1
h2+%=1
e = 4
i
4 \/Z 2
h=1313

Daher:

singoe = Segenkathete _h _, ? ~ 0,8660

Hypotenuse 1

1
COSGOOZMZgZ}ZO,S
Hypotenuse 1 2
1,
tan 60° — Gegenkathete _ 3 J§ _ J§ ~ 17321

Ankathete 3

Und flr den Winkel von 30° ergibt sich:
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sin30° — Gegenkathete _

1
2
Hypotenuse 1

cos30° = Ankathete _ h _ :? ~ 0,8660
1

Hypotenuse 1

1 :
tan30° — Gegenkathete 5 1B g

Ankathete 1.3 3 343

Zusammenfassung
a sin « CoS tan o
30° 1 ﬁ ﬁ
2 2 3
45° Q Q 1
2 2
60° % = 3

Wir betrachten nun einfache Beispiele zur Anwendung von
Sinus, Kosinus und Tangens. Dazu wird eine trigonome-

trische Tabelle (s. Seite 145 ff.) oder ein wissenschaftlicher
Taschenrechner benétigt.
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Beispiel 3 (Winkel gesucht)

In dem rechtwinkligen Dreieck sind die Winkel o und B

zu berechnen:

Ldsung

1. Berechnung von «

Betrachte den Sinus, da Gegenkathete und Hypotenuse

gegeben sind.
Gegenkathete _ 4

Hypotenuse 5

sina

sina = 0,8

Der Taschenrechner liefert dann o = 53,13°.

2. Berechnung von g
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°:
a+ f+90° = 180°

a+p = 90°
B =90°—q

~ 90°-53,13°
= 36,87°

Also: g ~ 36,87°

=0,8

Die gesuchten Winkel sind daher « ~53,13°, S~ 36,87°.
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Beispiel 4 (Katheten gesucht)
In dem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten gesucht:

50°

Ldsung

1. Berechnung von a

Betrachte den Sinus, da a die Gegenkathete zum 50°-
Winkel ist und die Hypotenuse gegeben ist.

Gegenkathete _ a

sin50° =
Hypotenuse 5
5-sin50° = a
Also:
a = 5-sin50°
=5.0,766...
~ 3,83

2. Berechnung von b

Betrachte den Kosinus, da b die Ankathete zum 50°-
Winkel ist und die Hypotenuse gegeben ist.

Ankathete b
c0s50° = ——— = —
Hypotenuse 5

5.c0s50° = b
Also: b = 5-c0s50° = 5-0,6427... ~ 3,21

Die gesuchten Seiten sind daher a ~ 3,83, b ~ 3,21.
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Beispiel 5 (Hypotenuse gesucht)
In dem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse gesucht:

40°

Ldsung

Betrachte den Sinus, da ein Winkel und die zugehdrige
Gegenkathete gegeben sind. Lose nach ¢ auf.

Gegenkathete 4

Sind0° = ——— = —
Hypotenuse c
c-sin40° = 4
4
C=—
sin 40°
4
C e —
0,6427...
C ~ 6,22

Die gesuchte Hypotenuse ist also ¢ = 6,22.

Beispiel 6 (Katheten gegeben)

Ein rechtwinkliges Dreieck hat eine Katheten die Lénge 3,
die andere die L&nge 6.

Wie grol? sind die Winkel gegeniiber den Katheten?
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Ldsung
Das beschriebene Dreieck sieht wie folgt aus:

1. Berechnung von «
Betrachte den Tangens, weil beide Katheten gegeben sind.

Gegenkathete 6

tang = ———— = — =2
Ankathete 3
tana = 2
a = 63,43°

2. Berechnung von
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°:
a+ f+90° = 180°

a+f =90°
p=90°-«
~ 90°-63,43°
= 26,57°
Die gesuchten Winkel sind daher:
a ~ 63,43°
p =~ 26,57°
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Aufgaben

1. Berechne

Trigonometrie

den fehlenden Winkel und die fehlenden Seiten

im rechtwinkligen Dreieck. Die Bezeichnungen sind wie

ublich:

a) Gegeben:

b) Gegeben
c) Gegeben
d) Gegeben
e) Gegeben

2. Berechne
Winkel des

a=20° a=4
ca=50° ¢c=7
a=70° b=2
: p=10° c=4
:=30° b=6

jeweils die fehlende Seite und die fehlenden
rechtwinkligen Dreiecks. Die Bezeichnungen

sind die Gblichen, wie in Aufgabe 1.

a) Gegeben

b) Gegeben:
c) Gegeben:
d) Gegeben:
e) Gegeben:
f) Gegeben:

3. Lose die

ca=15 b=8
a=3,¢c=5
b=12, c=37
a=6, b=10
b=4,c=8
a=5, b=6
genannten Aufgaben mit den vorgegebenen

Hilfsmitteln:
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a) Die Aufgaben 1 und 2 nur mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras und des Sinus.

b) Die Aufgaben 1 und 2 nur mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras und des Kosinus.

c) Die Aufgabe 2 nur mit Hilfe des Satzes von Pythagoras
und des Tangens.

4, Um die H6he h einer Tanne zu berechnen, wird 20 m
entfernt und 1,50 m Uber dem Boden der Hohenwinkel
a = 36° gemessen. Berechne h.

20m

5. Berechne die Hohe h und den Flacheninhalt A des Paral-
lelogramms, wenn «=36°, a=10cmund b=8cm.

K

a

6. In einem rechtwinkligen Dreieck hat eine der Katheten
die Lange 3, die andere Kathete ist um 1 Kleiner als die
Hypotenuse. Berechne alle fehlenden Seiten und Winkel.
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7. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die
Lange 10, eine der Katheten ist doppelt so lang wie die
andere. Berechne die Lange der Katheten und die Winkel
des Dreiecks.

8. Berechne jeweils die Héhe h auf c und alle fehlenden
Seiten und Winkel des schiefwinkligen Dreiecks. Berechne
dazu vollstandig die zwei rechtwinkligen Teildreiecke, die
durch das Einzeichnen der Hohe auf ¢ entstehen.

a) Gegeben:
b) Gegeben:
c) Gegeben:

9. Berechne die Hohe h auf c und alle fehlenden Seiten
und Winkel des schiefwinkligen Dreiecks mit a=5, b =8,
a = 30°. Berechne dazu das groRe rechtwinklige Dreieck
und das rechte kleine rechtwinklige Teildreieck:
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10. Betrachte die folgenden zwei rechtwinkligen Dreiecke,
deren die Hypotenuse bzw. Ankathete die Lange 1 haben.

cos & & sin a & an o

Leite daraus die folgenden Beziehungen ab.

sina
cosa
(sin?a bedeutet (sina)?, analog cos?a, tan?a)

a) sin?a+cos?a =1 und tana =

b) cosa = [1-sinta und tana = %
—sin?a

. 1-cos?a
¢) sina = \/1-cos?a und tang = +——

COSx

d) sina = _ne und cosa = __r

‘/1+tan2a 1+ tan2a

Man kann b), ¢) und d) auch rein rechnerisch aus a)
herleiten.

Bemerkung zur Anwendung dieser Formeln: Wenn einer der

Werte sine, Cosa und tana gegeben ist, so lassen sich die
anderen damit berechnen.
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3. Schiefwinklige Dreiecke

Wir betrachten drei Themen

= Sinussatz
= Kosinussatz
= Die vier Grundprobleme der Trigonometrie

Schiefwinklige Dreiecke konnen grundsatzlich durch Zer-
legung in zwei rechtwinklige Dreiecke berechnet werden.
Sinussatz und Kosinussatz fassen diese immer wieder-
kehrenden Zerlegungen und Berechnungen in zwei Formeln
zusammen.

schiefwinkliges rechtwinklige
Dreieck Dreiecke

) Pythagoras alle
Hohe sin, cos | seiten und
Winkel

Sinussatz
Kosinussatz
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3.1 Der Sinussatz

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel fir die Berechnung
schiefwinkliger Dreiecke. Dann lésen wir die Aufgabe all-
gemein und erhalten so den Sinussatz. Anschliefend wird
dasselbe Beispiel nochmal durchgerechnet, aber mit Hilfe
des Sinussatzes.

Schliel3lich betrachten wir noch den Fall stumpfwinkliger
Dreiecke, die eine Erweiterung der Sinustabelle fur Winkel
von bis zu 180° erzwingen.

Beispiel 1

Gegeben sind die Winkel 40° und 60°, die Gegenseite des
letztgenannten Winkels hat die Lange 5.

40° 60°

Gesucht ist Gegenseite a zum 40°-Winkel.

Ldsung

1. Zeichne die Hohe auf ¢ ein. Sie zerstort weder die gege-
bene Seite noch die gesuchte Seite a.

40° 60°
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2. Berechne h mit Hilfe des linken rechtwinkligen Drei-
ecks:
sin40° = h
5
h = 5-sin40°
h = 3,214

3. Berechne nun a mit Hilfe des rechten rechtwinkligen
Dreiecks:

sin60° = E
a
a-sin60° = h
h
a=—
sin 60°
3,214
a~r —
sin 60°
a~371

Die Aufgabe ist damit geldst.

Allgemein (Buchstaben statt konkreter Zahlen)

Gegeben: a, S, b
Gesucht: a (Gegenseite zu «)
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Ldsung

Zeichne die Hohe auf ¢ ein. Sie zerstort weder die gege-
bene noch die gesuchte Seite.

Berechne h aus dem linken rechtwinkligen Dreieck:
sina = E
b

h=b-sina

Berechne nun a aus dem rechten rechtwinkligen Dreieck:

sinﬁ:h
a

a-sing =nh
a=——
sin 8
Setzenun h = b-sina ein:
h
a=——
sin g
b-sina
a —

~ sing

Die Aufgabe ist damit geldst.
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Die gerade gewonnene Formel fur a kann schoner und
symmetrischer geschrieben werden. Wir dividieren beide
Seiten durch sina und erhalten die folgende Formel:

Seite Seite
\ / Seite
a b
sina sin g
/7 X Gegenwinkel
/ \
Winkel Winkel
gegeniiber gegeniiber

Was den Seiten a und b recht ist, ist auch der Seite ¢
billig. Wir bekommen so den Sinussatz:

Sinussatz

Seite

sina sin g siny

Gegenwinkel
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Wir betrachten nochmal das erste Beispiel, aber wir 16sen
es mit Hilfe des Sinussatzes.

Beispiel 2

Gegeben sind die Winkel 40° und 60°, die Gegenseite des
letztgenannten Winkels hat die Lange 5.

40° 60°

Gesucht ist Gegenseite a zum 40°-Winkel.

Ldsung

Der Sinussatz besagt in der vorliegenden Situation:
a 5

sin40°  sin60°
Also:
sin 60°
Die Aufgabe ist damit geldst.

Stumpfwinklige Dreiecke

Ein stumpfwinkliges Dreieck hat einen stumpfen Winkel
(einen Winkel groRer als 90°). Die zwei anderen Winkel
mussen dann zwangslaufig spitz sein (d. h. kleiner als 90°),
denn die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.
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Wir betrachten als Beispiel das folgende stumpfwinklige
Dreieck:

a a=115°
a B

Der Sinussatz erscheint zunéchst sinnlos, wenn o = 115°
ist:
a b

sina sing
Was soll ,,sin115°“  bedeuten? Unsere Sinustabelle
bezieht sich auf rechtwinklige Dreiecke und umfasst nur
Winkel bis 90°.
Wenn der Sinussatz auch fir stumpfwinklige Dreiecke
gultig bleiben soll, muss man den Sinusbegriff und die
Sinustabelle erweitern bis 180°. Aber wie?

Wir betrachten nochmal die friihere Herleitung des Sinus-
satzes und zeichnen die Hohe ein:

180°—«
Berechne h aus dem linken rechtwinkligen Dreieck:

sin(180°—«a) = E

h = b-sin(180°—«)
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Berechne nun a aus dem grofen rechtwinkligen Dreieck:

sinf = h
a
a-sing =h
h
a=——
sin 8
Setze h = b-sin(180°—«) ein:
h
a=——
sin 8
4= b-sin(180°—«)
sin
Also:
a b

Sin180°—a)  sin g

Wir vergleichen diese Formel mit der gewiinschten Form
des Sinussatzes:
a b

sing  sing

Wenn beide Versionen ibereinstimmen sollen, miissen wir
(fur stumpfe Winkel «)

sina = sin(180°—a)
setzen.

In Worten bedeutet dies:

Der Sinus eines stumpfen Winkels ist der Sinus des (stets
spitzen) Erganzungswinkels zu 180°.
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Beispiele:
sin150° = sin(180°-150°) = sin30° = 0,5
sin135° = sin(180°—-135°) = sin45° = 0,707
sin120° = sin(180°-120°) = sin60° ~ 0,866

Mit dieser Erweiterung des Sinus fir stumpfe Winkel ist
der Sinussatz fir beliebige (auch stumpfwinklige) Dreiecke

gultig.

Sinussatz
a b ¢
sina sin g siny

Eine grobe Sinustabelle fir Winkel von 0° bis 180° steht
auf der nachsten Seite.

WARNUNG

In der Praxis ist zu beachten, dass man nicht eindeutig vom
Sinuswert auf den Winkel zuriickschlieRen kann.
Beispielsweise sind
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sin30° = 0,5 und
sin150° = sin(180°—-150°) = sin3(° = 0,5
gleich.
Es kommen immer (auBer bei 90°) zwei Winkel in

Betracht, ein spitzer und sein stumpfer Erganzungswinkel
zu 180°.

Sinustabelle (0° bis 180°)

a sin @
0° 0,00
10° 0,17
20° 0,34
30° 0,50
40° 0,64
50° 0,77

60° 0,87 | +—
70° 094 |+

80° 0,98
90° 1,00 ::I
100° 0,98

110° 094 |+—
120° 087 |+—

130° 0,77
140° 0,64
150° 0,50
160° 0,34
170° 0,17
180° 0,00

Der Taschenrechner liefert bei Eingabe des Sinuswertes nur
den spitzen Winkel. Man darf nicht vergessen, den stump-
fen Ergdnzungswinkel einzubeziehen. Daraus ergibt sich
die Faustregel: Meide den Sinus bei der Winkelberechnung!
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Aufgaben

1. Berechne den Sinuswert der stumpfen Winkel durch
Ruckflhrung auf den Sinus spitzer Winkel:
sin120°, sin150°, sin135°, sin100°, sin170°, sin160°.

2. Finde alle Winkel «, die zu den gegebenen Sinuswerten
gehdren:
sina=0,5, sina=0,1736..., sina =0,8660...,
sina=0,7071..., sina=0,6427..., sina=1.

3. Berechne den fehlenden Winkel und die fehlenden Seiten
der folgenden schiefwinkligen Dreiecke. Die Bezeichnun-
gen sind wie ublich:

a) Gegeben: ¢c=7, ¢ =68° F=40°
b) Gegeben: c¢=8, o =23° y=106°
c) Gegeben: a=7, f=28° y=32°
d) Gegeben: b=5, a=59° y=70°
e) Gegeben: a=3,5 a=20° g=115°
f) Gegeben: b=8, g=41° y=124°

4. In beiden skizzierten Dreiecken ist a=5, h=8, o =30°.

Berechne jeweils alle fehlenden GroéRen mit Hilfe des
Sinussatzes.
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o

5. Skizziere die Dreiecke, prife jeweils ob ein oder zwei
Dreiecke in Frage kommen und berechne alle fehlenden
GroRen. Die Bezeichnungen sind wie tblich (s. Aufgabe 3).

a) Gegeben:
b) Gegeben:
c) Gegeben:
d) Gegeben:
e) Gegeben:
f) Gegeben:
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3.2 Der Kosinussatz

Wir betrachten zundchst ein Beispiel fiir die Berechnung
schiefwinkliger Dreiecke. Dann lésen wir die Aufgabe
allgemein und erhalten so den Kosinussatz. Anschlie}end
wird dasselbe Beispiel nochmal durchgerechnet, aber mit
Hilfe des Kosinussatz.

Schlie3lich betrachten wir noch den Fall stumpfwinkliger
Dreiecke, die eine Erweiterung der Kosinustabelle fir
Winkel von bis zu 180° erzwingen.

Beispiel 1

10>

c

Gegeben sind die zwei Seiten 8 und 6 und der Winkel da-
zwischen von 70°.
Gesucht ist Gegenseite ¢ zum 70°-Winkel.

Losung

1. Zerlegung des Dreiecks

Zeichne die Hohe so ein, dass der gegebene Winkel nicht
zerstort wird. Wir wahlen die Hohe auf der Seite der Lénge
8; mdoglich ware auch die Hohe auf der Seite der Lénge 6.
Bei den rechtwinkligen Dreiecken kénnen wir den Satz des
Pythagoras und den Kosinus anwenden.
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2. Berechnung der Seiten u , h des linken oberen recht-
winkligen Dreiecks:

cos70°

u
6
u = 6-cos70°
u ~ 2,052
Berechne nun h mit Hilfe des Satze von Pythagoras:
h? +u? = 62
h? = 36-u?
h = /36-u?
h =~ \/m

h ~ 5,638

3. Berechne v und ¢ aus dem rechten unteren rechtwink-
ligen Dreieck.

Da u+v=8,ist v=8-u=~5,948. Der Satz von Pythago-
ras liefert dann:
c2 = h2+v?

c = vh2+v2
C ~ 45,6382 +5,948?

c = 8,20
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Die Aufgabe ist damit gelost.

Allgemein (Buchstaben statt konkreter Zahlen)

Gegeben: a, b, y
Gesucht: ¢ (Gegenseite zu )

Ldsung

1. Zerlegung des Dreiecks

Zeichne die Hohe so ein, dass der gegebene Winkel nicht
zerstort wird. Wir wahlen die Hohe auf der Seite a;
maoglich ware auch die Hohe auf b.

Bei den rechtwinkligen Dreiecken kénnen wir den Satz des
Pythagoras und den Kosinus anwenden.

2. Berechnung der Seiten u , h des linken oberen recht-
winkligen Dreiecks:
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cosy =
u=
Berechne nun h? mit Hilfe des Satze von Pythagoras:
hz +u? = b?
h2 = b2 —y2
3. Berechne v und c aus dem rechten unteren rechtwink-
ligen Dreieck.
v=a-u
Der Satz von Pythagoras liefert:
c2 = h2 4v2
Setze h? =b?2-u? und v=a-u ein, benutze die zweite
binomische Formel:
c2 = h2 +v?
c? = b?-u? + (a-u)?
c? = b2—-u? + a?—-2au+u?
c? = a?+h?-2au
Setze u =Db-cosy ein
c2 = a?+b?-2au
c? =a*+b?2-2-a-b-cosy
c? = a?+b?-2abcosy

Diese Formel ist der Kosinussatz und wird auch verallge-
meinerter Satz von Pythagoras genannt.

Wir fassen nun zusammen und fligen einige Erlduterungen
an:
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Kosinussatz

b a
C
c? = a?+b?-2abcosy
. Winkel,
Gegenseite . .
anliegende Seiten
Bemerkungen

1. Der Kosinussatz dhnelt dem Satz von Pythagoras. Der
Unterschied liegt nur im Ausdruck

—2abcosy .

2. Der Kosinussatz ahnelt auf der rechten Seite der zweiten
binomischen Formel

(a—b)? = a?+h?—2ab.
Der Unterschied liegt nur im Ausdruck cosy . Aus Sicht

der Vektorrechnung ist der Kosinussatz eine binomische
Formel.

3. Wenn »=90° ist, soist cosy =0 und der Ausdruck

71



Schiefwinklige Dreiecke

—2abcosy verschwindet aus dem Kosinussatz. Es ergibt
sich der Satz von Pythagoras als Sonderfall.

Wir betrachten nochmal das erste Beispiel, aber wir 16sen
es mit Hilfe des Kosinussatzes.

Beispiel 2

o>

c

Gegeben sind die zwei Seiten 8 und 6 und der Winkel da-
zwischen von 70°.
Gesucht ist Gegenseite ¢ zum 70°-Winkel.

Ldsung
Der Kosinussatz hat folgende Struktur:
c? = a?+b?-2abcosy
Also:
c? =82+62-2-8-6-cos70°
c? = 64+36-96-cos70°
c?2 =100-96-cos70°
¢ = +/100—96-cos70°
c ~ 8,1955
Die Aufgabe ist damit gelost.
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Stumpfwinklige Dreiecke

Ein stumpfwinkliges Dreieck hat einen stumpfen Winkel
(einen Winkel groRer als 90°). Die zwei anderen Winkel
mussen dann zwangslaufig spitz sein (d. h. kleiner als 90°),
denn die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.

Wir betrachten als Beispiel das folgende stumpfwinklige
Dreieck:

y=115°

c

Der Kosinussatz erscheint zundchst sinnlos, wenn y=115°
ist:

c? = a?+b2—-2abcosy

Was soll ,,c0s115°“ bedeuten? Unsere Kosinustabelle
bezieht sich auf rechtwinklige Dreiecke und umfasst nur
Winkel bis 90°.

Wenn der Kosinussatz auch fiir stumpfwinklige Dreiecke
gultig bleiben soll, muss man den Kosinusbegriff und die
Kosinustabelle erweitern bis 180°. Aber wie?

Wir betrachten nochmal die friihere Herleitung des
Kosinussatzes und zeichnen die Hohe ein:

180°—y
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Berechnung der Seiten x und h des linken oberen recht-
winkligen Dreiecks:

cos(180°—y) =

o | x

X = b-cos(180°—y)
Berechne nun h? mit Hilfe des Satze von Pythagoras:
h? +x2 = b?
h? = h2 —x2
Der Satz von Pythagoras liefert (groRes Dreieck):
c? = h?2+(x+a)?
Setze h? = Db?-x? ein, benutze die erste binomische
Formel:
c2 = h2+(x+a)?
c? = b?2—x? + x?+2ax+a?
c? = a?+b? +2ax

Setze x = b-cos(180°—y) ein
c? = a? +b? +2ax

c? = a2 +b? +2abcos(180° - )

Wir vergleichen die gewonnene Formel
c? = a%+b? +2abcos(180° —y)
mit der gewiinschten Form des Kosinussatzes:
c? = a?+bh?—-2abcosy .

Wenn beide Versionen tbereinstimmen sollen, miissen wir
(fur stumpfe Winkel »)
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cosy = —cos(180°—y)

setzen.

In Worten bedeutet dies:

Der Kosinus eines stumpfen Winkels ist der negative
Kosinus des (stets spitzen) Erganzungswinkels zu 180°.

Beispiele:
€0s150° = cos(180°—-150°) = cos30° ~ —0,866
€0s135° = c0s(180°—135°) = cos45° ~ —0,707
€0s120° = c0s(180°—-120°) = cos60° = —-0,5

Mit dieser Erweiterung des Kosinus fir stumpfe Winkel ist
der Kosinussatz fir beliebige (auch stumpfwinklige)
Dreiecke giiltig.

Kosinussatz:

c? = a?+b?-2abcosy

P
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Eine grobe Kosinustabelle fir Winkel von 0° bis 180° sieht
etwa wie folgt aus:

Kosinustabelle (0° bis 180°)

[21 COS @
0° 1,00
10° 0,98
20° 0,94
30° 0,87
40° 0,77
50° 0,64
60° 050 |+—

70° 0,34 |+

80° 0,17
90° 0,00 ::I -
100° -0,17

110° -0,34 |«—
120° -050 |+——
130° -0,64

140° -0,77

150° -0,87

160° -094

170° —-0,98

180° —-1,00

Beachte

Wenn der Kosinuswert eines Dreieckswinkels gegeben ist,
kann man eindeutig auf den Winkel zuriickschlie3en. Zu
negativen Kosinuswerten gehoren die stumpfen Winkel.
Bei der Winkelberechnung an Dreiecken ist der Kosinus
also dem Sinus vorzuziehen.

Im ndchsten Beispiel werden Winkelberechnungen an
einem Dreieck durchgefiihrt.
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Beispiel 3
Berechne den Winkel « des nachstehenden Dreiecks:
6
3
4

Ldsung:

Kosinussatz:

Die Seite der L&nge 6 liegt dem gesuchten Winkel o ge-
genuber, also:

62 = 3F+42-2-3-4-cosa
Rechne aus, 16se nach cosa auf und bestimme ¢«

36 =9+16-24-cosa
36 = 25-24-cosa

11 = —-24.cosa
11
cosa = ——
24
a =~ 117,28°

Die Aufgabe ist damit geldst.
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Aufgaben

1. Berechne den Kosinuswert der stumpfen Winkel durch
Ruckflhrung auf den Kosinus spitzer Winkel:
€0s120°, co0s150°, co0s135°, c0s95° co0s100° cos170°.

2. Finde jeweils den Winkel «, der zu dem gegebenen
Kosinuswert gehort. Bestimme dazu zunéchst den (spitzen)
Ergénzungswinkel:
cosa =-0,5, cosa =-0,8660..., cosa =0,7071...,
cosa =-0,1736..., cosa =-0,6427..., cosa =-1.

3. Berechne die fehlende Seite der folgenden schief-
winkligen Dreiecke. Die Bezeichnungen sind wie Ublich:

a) Gegeben: a=11 b=9, y=70°

b) Gegeben: a=8,5, b=6,7, y=18°
c) Gegeben: b=9, c=10, o =27°

d) Gegeben: a=3,6, c=4, g=124°
e) Gegeben: b=8, c=10, « =108°
f) Gegeben: a=4, c=3, p=76°

4. Berechne alle Winkel der folgenden schiefwinkligen
Dreiecke. Bezeichnungen wie in Aufgabe 3.

a) Gegeben: a=12, b=9, c=15
b) Gegeben: a=4, b=5, ¢c=8
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c) Gegeben: a=15 b=7, c=10
d) Gegeben: a=7,b=9,¢c=6
e) Gegeben: a=4b=7,c=5
f) Gegeben: a=9, b=3, ¢c=10

5. Berechne in Aufgabe 3 auch die fehlenden Winkel.

6. Diese Aufgabe ist eine Zusatzaufgabe fiur Leser, die
quadratische Gleichungen l6sen konnen. Die (Ublichen
Bezeichnungen vorausgesetzt, berechne die fehlenden
GroRen der schiefwinkligen Dreiecke. Benutze dabei nur
den Kosinussatz.

a) Gegeben: a=7, b=6, a=56°
b) Gegeben: a=6, b=3, a=125°
c) Gegeben: a=8, b=5 a=40°
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3.3 Die vier Grundprobleme der Dreiecksbe-
rechnung

Je nachdem welche GroRen eines Dreiecks gegeben sind,
ergeben sich verschiedene Aufgaben. In der nachstehen-
den Tabelle sind die vier Grundprobleme aufgelistet,
geordnet nach der Anzahl der gegebenen Seiten (fett
gedruckt).

Gegeben Skizze Beschreibung

WSW

1 Seite, 2 Winkel Winkel Seite Winkel

SWS

2 Seiten, 1 Winkel Seite Winkel Seite

SSw

2 Seiten, 1 Winkel Seite Seite Winkel

SSS

3 Seiten, 0 Winkel Seite Seite Seite

DD
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Anmerkungen

1. Die Aufgabe, bei der keine Seite, aber alle Winkel
gegeben sind, ist nicht sinnvoll. Beispielsweise gibt es
unendlich viele (verschieden grolie) gleichseitige Dreiecke.
Obwohl alle drei Winkel gegeben sind, ist die Seitenlange
nicht berechenbar.

2. 0Ob bei einem Dreieck zwei oder drei Winkel gegeben
sind, ist praktisch dasselbe. Denn der dritte Winkel ergibt
sich automatisch, weil die Winkelsumme im Dreieck 180°
betrégt. Bei der ersten Grundaufgabe werden daher die zwei
"schonen™ Winkel als gegeben betrachtet; beide liegen an
der gegebenen Seite.

3. Wenn zwei Seiten und ein Winkel gegeben sind , so gibt
es zwei Aufgaben. Bei der einen liegt der gegebene Winkel
zwischen den gegebenen Seiten, bei der anderen liegt er an
einer der gegebenen Seiten.

4. Wir werden im Folgenden die vier Grundaufgaben
besprechen und mit Hilfe des Sinussatzes und des Kosinus-
satzes losen. Die (praktische ) ebene Trigonometrie ist
damit abgeschlossen: Alle Dreiecksaufgaben lassen sich
rechnerisch mit Sinus- und Kosinussatz Igsen.

5. Wir werden die vier Grundprobleme in allgemeiner Form
behandeln. Zu Beginn wird eine zeichnerische Losung
(geometrische Konstruktion) skizziert, was auch das
Verstandnis fir sinnvoll gestellte Probleme und die Anzahl
der Losungsdreiecke sicherstellt. Danach wird das jeweilige
Problem rechnerisch geldst. Da keine konkreten Grofien
vorliegen sind die Ergebnisse Formeln, die die gesuchten
GroRen durch gegebene oder bereits berechnete Grofzen
ausdriicken.
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Die 1. Grundaufgabe (WSW)

Gegeben: ¢, «a, S
Gesucht: a, b, y

Ldésung:
I. Konstruktion des gesuchten Dreiecks
I1. Rechnerische Losung

o S5

c

c

1. Berechne y
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.
a+f+y =180°
y =180°-a-p
2. Berechne a
Sinussatz anwenden:

a _C
sina siny
c-sina
a=—
siny
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3. Berechne b

Sinussatz anwenden:
b c

sin - siny
c-sing
siny

b:

Damit ist das erste Grundproblem gel6st.

Die 2. Grundaufgabe (SWS)

Gegeben: a, b, y
Gesucht: ¢, «a,

Losung:
I. Konstruktion des gesuchten Dreiecks

A

I1. Rechnerische Lésung

1. Berechne ¢

Kosinussatz anwenden:
€2 = a?+h2-2abcosy

¢ = /a2 +b?—2abcosy

83



Schiefwinklige Dreiecke

Nun sind alle Seiten bekannt.
2. Berechne «
Kosinussatz anwenden, nach cosa aufldsen:

a? = b?2+c2-2bccosa

2bccosa = b?2+c2-a?

b2 +c? —a?

cosqg = ———
2bc

Daraus ergibt sich der Winkel «.
(Damit sind nun zwei Winkel bekannt.)
3. Berechne g
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.
a+ B +y =180°
p =180°-a—y

Damit ist das zweite Grundproblem geldst.

Wir lésen nun zundchst die vierte Grundaufgabe, weil die
dritte etwas schwieriger ist.

Die 4. Grundaufgabe (SSS)

Gegeben: a, b, ¢
Gesucht: «, B, ¥
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Ldsung:
I. Konstruktion des gesuchten Dreiecks

Zeichne eine Strecke der Lange c¢ Schlage einen Kreis um

jeden Streckenendpunkt, mit Radius a bzw. b.

I1. Rechnerische Lésung
1. Berechne «
Kosinussatz anwenden, nach cosa aufldsen:
a? = b?+c?-2bccosa
2bccosa = b?+c?-a?
b? +c? —a?
2bc

Daraus ergibt sich der Winkel .

CoOSsa =

2. Berechne g
Kosinussatz anwenden, nach cos S auflésen:
b2 = a?+c%-2accos
2accos f = a?+c?2-b?
a?+c? —b?
2ac
Daraus ergibt sich der Winkel f.

cosp =
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3. Berechne y
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.
a+p+y =180°
y =180°-a—-pf

Damit ist das vierte Grundproblem gelost.

Die 3. Grundaufgabe (WSS)

Gegeben: a, b, «
Gesucht: ¢, g, y

Ldsung:
I. Konstruktion des gesuchten Dreiecks

Zeichne den Winkel «, wobei einer der Schenkel die L&nge
b hat. Schlage einen Kreis mit Radius a um den Endpunkt
des Schenkelabschnitts b. Die Schnittpunkte des Kreises
mit dem anderen Schenkel kommen als dritte Ecke des
Dreiecks in Frage. Man stellt fest, dass sich zwei
verschiedene Ldsungsdreiecke ergeben kdnnen:

1 Dreieck 2 Dreiecke

Pad VAR . VAV,
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1 Dreieck

b a
(04

I1. Rechnerische Lésung

Vorbemerkung: Wenn « spitzist, a<b und a>bsina
gibt es zwei Dreiecke als Ldsung, wie man an obigen
Skizzen ablesen kann. Bei einem der Dreiecke ist der
Winkel g spitz, beim anderen ist g stumpf, und zwar der
Erganzungswinkel zu 180°. Dies passt zur Zweideutigkeit
des Winkels bei gegebenem Sinuswert. Daher kann der
Sinussatz zur Bestimmung von £ benutzt werden.

1. Berechne g

Sinussatz anwenden, Kehrwert bilden, nach sin g auflésen:

b __a
sing  sina
sing_ sina
b a
sin B = bsina

Aus dem Sinuswert ergeben sich zwei mogliche Winkel:

S, (spitz oder 90°)

S, =180°— 4 (stumpf oder 90°)
Von nun an miissen zwei Dreiecke einbezogen werden.
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2. Berechne y,, 7,
Die Winkelsumme in einem Dreieck ist 180°.
Also ist im ersten Dreieck:
y, =180°—a—-f
Und im zweiten Dreieck:
y, =180°—a—p,
(Nun sind alle Winkel gegeben.)

3. Berechne ¢, c,
Sinussatz fiir das erste Dreieck:

c _ a
siny, sina
asin

c, =

sina

Sinussatz fir das zweite Dreieck:

c, _a
siny, sina
asin

c, = 12

sina

Damit ist das dritte Grundproblem gel6st.

Wir betrachten nun zwei Beispiele zur dritten Grund-
aufgabe. Eines mit einem LoOsungsdreieck und eines mit
zwei Losungsdreiecken.
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Beispiel 1

Gegeben: a=4, b=3, a=30°
Gesucht: ¢, g, v

Ldsung:
1. Berechne g

Sinussatz anwenden, Kehrwert bilden, nach sin g auflésen:

b __a
sing  sina
sinfg_ sina
b a
sin § = bsina
sing = >oM30° _ 3 _ 4 475
4 8

Aus dem Sinuswert ergeben sich zwei mogliche Winkel:

B, ~ 22,0243°
B, = 180°— B, ~ 180°—22,0243° = 157,9757°

Der stumpfe Winkel p, = 157,9757° scheidet aus,

a=4>b=3. Aullerdem wére schon
a+ f3, ~ 30°+157,9757° = 187,9757°
mehr als 180° (Winkelsumme im Dreieck).

da
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Esbleibtnur g = g ~ 22,0243°.

2. Berechne y
Die Winkelsumme in einem Dreieck ist 180°. Also:
a+ p+y =180°
y =180°-a-p
y ~ 180°-30°-22,0243°
y ~ 127,9757°

(Nun sind alle Winkel gegeben.)

3. Berechne ¢

Sinussatz:
c a
siny  sina

asiny

Sina

C ~ 3-5in127,9757°

sin30°

Cc ~ 4,7296

Cc =

Die gesuchten GréRen sind also:
c ~ 4,7296
p ~ 22,0243°
y =~ 127,9757°
Damit ist die Aufgabe gelost.

Im ersten Beispiel ergibt sich nur ein Lésungsdreieck. Im
folgenden Beispiel ergeben sich zwei Losungsdreiecke.
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Beispiel 2

Gegeben: a=3, b=4, o =30°

Gesucht: ¢, g, ¥

Ldsung:

Es gibt zwei Dreiecke mit den gegebenen GréRen.

44 3

1. Berechne g

Sinussatz anwenden, Kehrwert bilden, nach sin g auflésen:

b __a
sing  sina
sing sina
b a
sin § = bsina
sing = 2:5N30° _ 2 _ ) 666...
3 3

Aus dem Sinuswert ergeben sich zwei mdgliche Winkel:
S, ~ 41,8103°
S, =180°—f, ~ 180°—-41,8103° ~ 138,1897°

91



Schiefwinklige Dreiecke

Von nun an miissen zwei Dreiecke einbezogen werden.

2. Berechne y,, 7,

Die Winkelsumme in einem Dreieck ist 180°. Daher:
7, =180°—a—f, =~ 180°—30°—-41,8103° = 108,1897°
7, =180°—a—f, ~ 180°—-30°-138,1897° = 11,8103°

(Nun sind alle Winkel gegeben.)

3. Berechne ¢, c,
Sinussatz fur das erste Dreieck:
c _ a
siny,  sina

_asiny,

~ sina

_3-sin108,1897°

~ sin30°
Analog erhélt man fiir das zweite Dreieck:

c - 3-sin11,8103°
2 sin30°

~ 5,7002

~ 1,2280

Wir fassen die verstreuten Ergebnisse zusammen:

Dreieck 1: ¢, = 57002, g, ~ 41,8103°, y, ~ 108,1897°
Dreieck 2: ¢, ~1,2280, S, = 138,1897°, y, ~ 11,8103°

Die Aufgabe ist damit geldst.
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Aufgaben

1. Benutze den Sinus- und Kosinussatz zur Berechnung
aller fehlenden Seiten und Winkel der schiefwinkligen
Dreiecke. Die Bezeichnungen sind die tiblichen:

a) a=4, =1

b) a=4,b=3

c) a=4, b=3

d) a=4, b=3

e) c=5, f=55° y=20°
f) a=4,c=5 £=40°
g) a=5b=4,¢c=6

h) b=3, ¢c=5 g=30°
i) b=3 c=5 a=70°
i) b=7,c=5 y=40°

2. In der Skizze ist ¢ =76° f=41° 6=34° c=4. Be-
rechne X.
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3. In der skizzierten Figur ist
a=22° [=29° y=27° 6=32° c=12.

Berechne x.

4. Berechne den Flacheninhalt und Umfang des Dreiecks:

80° 40°
6 cm
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4. Anwendungen

Wir betrachten folgende Themen:

= Vierecke

= Sinus und Kosinus vom halben Winkel

= Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus

= Berechnung einer Sinus- und Kosinustabelle
= Sinus und Kosinus fir beliebige Winkel

4.1 Vierecke

Wir berechnen in drei Beispielen die fehlenden Seiten und
Winkel eines Vierecks.

Meistens flihrt die Zerlegung des Vierecks in zwei Dreiecke
zum Ziel.

/\ Zerlegung /Q
—_——

Viereck 2 Dreiecke

Manchmal muss man anders ansetzen. Zwei mégliche An-
sétze sind die folgenden:

Zerlegung

_——

Viereck 3 rechtwinklige Dreiecke
1 Rechteck
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Erganzung
R

Viereck 1 groRes Dreieck
1 kleines Teildreieck

Ubrigens zeigt die Zerlegung eines Vierecks in zwei Drei-
ecke, dass die Winkelsumme im Viereck 360° (zweimal
180°) betragt.

Beispiel 1

Gegeben: a=8, b=6, d =4, « =60°, f=70°
Gesucht: ¢, y, o (die oberen Winkel und die obere Seite)

Ldsung:
1. Ansatz: Zerlegung in zwei Dreiecke:

96



Trigonometrie

2. Berechne e im linken unteren Dreieck
Der Kosinussatz liefert:

e? = a?+d?-2adcosa

e2 =82+42-2-8-4-cos60°
e? = 64+16-64-0,5 = 48
e =148

e ~ 6,928203230

3. Berechne 4, und g,

Der Kosinussatz liefert:
d? = a?+e2—-2aecos f,

2aecos f, = a?+e?—d?

a?+e?—d?
Ccos =
A 2ae
2 A2
cosfp, ~ — T84 4 86602540

2-8-6,928203230
Also:
A, ~ 30,000.000°

B, = B— B, ~ 70°—30,000.000° = 40°

4, Berechne ¢ mit dem rechten, oberen Dreieck

Kosinussatz:
c? = b%+e?—-2becos g,

c? ~ 62+48-2-6-6,928203230-cos40°
c? = 20,312261
c =~ /20,312261 ~ 4,506913

5. Berechne y mit dem rechten, oberen Dreieck
Wir wenden wieder den Kosinussatz an:
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e? = b2+c%-2bccosy

b? +c2 —e2
CoSy = ———
2bc
2 2 _
cosy = 62+4,506.913* -48 0,153.695
2-6-4,506.913

7 ~ 81,158.882°

6. Berechne ¢

Winkelsumme im Viereck ist 360°:
a+p+y+0 = 360°

0 =360°-a-pB-y
o ~ 360°—60°-70°—-81,1589°
o0 ~ 148,8411°
Wir fassen die verstreuten Ergebnisse zusammen:
c ~ 4,5069, y ~ 81,1589, & ~ 148,8411°

Damit ist die Aufgabe geldst.

Beispiel 2

Gegeben: b=4,c=4,d=3, a=60°, g=70°
Gesucht: a, y, 0 (die oberen Winkel und die untere Seite)
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Ldsung:

1. Ansatz
So zerlegen, dass links, rechts und oben rechtwinklige
Dreiecke entstehen:

a B

ap ay ag

2. Berechne &, und h im linken rechtwinkligen Dreieck

cosa = %; a =d-cosa = 3-c0s60° =1,5
sing = g; h =d-sinag = 3-s5in60° ~ 2,598076
3. Berechne a,, g, 7, im rechten rechtwinkligen Dreieck
cosp = %; a, =b-cosf = 4-cos70° ~ 1,368081
sin f§ = %; g = b-sin = 4.sin70° ~ 3,758770

Der Winkel y, ergibt sich aus der Winkelsumme von 180°:
v, =180°-90°—p
7, =180°-90°-70° = 20°
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4. Berechne a,, e und y, im oberen rechtwinkligen Dreieck
e = g—h = 3,758770—-2,598076 = 1,160694

Der Satz von Pythagoras liefert:

a,2+e? =c¢?
a22 — CZ _eZ
a, = /c2—¢g?

a, ~ /4% -1,1606942 ~ 3,827896

Benutze den Sinus:

siny, = % N &?% ~ 0,956974

Q

7, ~ 73,131646°

5. Berechne a
a=a+a,+a,
a ~1,5+3,827896 +1,368081
a ~ 6,695977

6. Berechne y
y=ntrzr
y ~ 713,131646° + 20°
y ~ 93,131646°

7. Berechne 6

Winkelsumme im Viereck ist 360°:
0 =360°-a—-B-y
0 ~ 360°—60°—-70°-93,131646°
0 ~ 136,868354°
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Wir fassen die verstreuten Ergebnisse zusammen:
a = 6,695977, ¥ ~ 93,131646°, & ~ 136,868354°
Damit ist die Aufgabe geldst.

Beispiel 3

Gegeben: a=8, c=3, ¢ =60°, f=70° 6=125°
Gesucht: b, d, y (2 gegentberliegende Seiten, ein Winkel)

Ldsung:

1. Ansatz
Ergénze das Viereck zu einem Dreieck. Wir betrachten
dieses groRe Dreieck und das oben erkennbare Teildreieck.
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2. Berechne y
Die Winkelsumme im Viereck ist 360°:

y =360°—a— -0
y = 360°—-60°—70°-125°
y = 105°
3. Berechne ', &', ¢
y' =180°—y =180°-105° = 75°
o' =180°-¢6 =180°-125° = 55°
Die Winkelsumme im Teildreieck ist 180°, also:
& =180°—y'—6" = 180°—75°-55° = 50°
4. Berechne e, f im oberen Teildreieck
Wende den Sinussatz an:

e cC
siny'  sineg
o= S8 3SINTST 5 269780
sing sin50°
f ¢
sind’  sing
o c-§|n5 _ 3-;5m55 ~ 3207981
sing sin 50°

5. Berechne x=d+e und y=b+ f im Gesamtdreieck

X &

sing  sing

= a-_sm/? _ 8-§|n70 ~ 9,813453
sing sin50°
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y __a
sine  sing
_ a-_sma _ 8~_sm60 ~ 9,044127
sing sin50°

6. Berechne b, d
b=y-f ~9044127-3,207981 = 5,836146
d = x—-e ~ 9,813453-3,782780 = 6,030673

Wir fassen die verstreuten Ergebnisse zusammen:

b ~ 5,836146, d =~ 6,030673, » = 105°

Damit ist die Aufgabe geldst.

Aufgaben

1. Berechne alle fehlenden Seiten und Winkel der Vierecke.
Die Bezeichnungen sind die tblichen:

a)
b)
c)
d)
e)

=110°, y =60°
=100°, B =110°, & =70°

1
>
R
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2. Berechne alle fehlenden Seiten und Winkel der Vierecke.
Die Bezeichnungen sind wie in Aufgabe 1.

a) a=6, b=5 d=4, y=50° &=60°
b) a=3, c=7, a=140° y=70° &=60°

3. Berechne den Flacheninhalt A des folgenden Vierecks:

60° 80°
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4.2 Sinus und Kosinus vom halben Winkel

Unsere Hilfsmittel wie Sinus- und Kosinussatz beziehen
sich auf Dreiecke. Daher miissen wir ein Dreieck betrach-
ten, das den gegebenen Winkel « und den halben Winkel
al2 enthélt:

al2|al?
Nl

c cl2

Beide Dreiecke sind gleich, beim rechts stehenden ist die
Hohe eingezeichnet.

Wir berechnen nun ¢ mit Hilfe des Kosinussatzes:
c?2 =12+12-2.1-1-cosx
€2 =2-2cosa
¢ = \2-2cosa

Wir bestimmen h mit Hilfe des Satzes von Pythagoras und
des Ergebnisses fur c2:

2
h? +(Ej =1
2

2
he =1-&
4
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h2 — 1_2—2(:0505
4
h? — 1_1—c0505 _ 2 _1-cosa
2 2 2
he — 1+cosa
2

h = 1+cosa
\/ 2

Wir bestimmen nun sin(a/2):

sin(a/2) = Gegenkathete _ c/2 _ ¢
Hypotenuse 1 2

_ \2-2cosa  N2-2cosa \/2—2cosa
2 J4 4

B fl— cosa
2

Wir bestimmen nun cos(e/2):

cos(a/2) = _Ankathete _ h _~_ [1+cosa
Hypotenuse 1

N

Wir fassen zusammen:

sin(a/2) = ‘/1_C208a und  cos(a/2) = 1+ 0205a
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Beispiel
Wir berechnen sin15° und cos15°.

Nun ist 15° die Halfte des Winkels 30°, dessen Sinus und
Kosinus wir bereits mit Hilfe eines gleichseitigen Dreiecks
berechnet haben. Also:

sin(15°) = ,/—1_(:(;3300

N \/1—0,8660254038
2
~ 0,2588190451

cos(15°) = ,/ﬂ

N J1+ 0,8660254038
2

~ 0,9659258263

Anmerkung

Die Formeln fiir Sinus und Kosinus des halben Winkels
lassen sich auch aus den Additionstheoremen herleiten.
Aufgaben

1. Berechne Sinus und Kosinus von 7,5° und 3,75°.

2. Berechne Sinus und Kosinus von 22,5° und 11,25°.
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4.3 Additionstheoreme fir Sinus und Kosinus

Zur Berechnung der Sehnentabelle wurden bereits in der
Antike Regeln benutzt, die wir heute als Additionstheoreme
bezeichnen wirden. Sie gestatten die Berechnung der
Sehne zum Winkel «+ 4, wenn die Sehnen von « und g

bekannt sind.

Aryabhata hat diese Regeln auf den Sinus Ubertragen und
bei der Erstellung seiner Sinustafel angewendet. Sein Vor-
gehen war etwa wie folgt.

Die Werte von Sinus und Kosinus fir die Winkel 30°, 45°,
60° sind am halben gleichseitigen Dreieck bzw. halben
Quadrat mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet
worden.

Aus den Werten zu 30° kénnen die Werte zu den jeweils
halben Winkel 15°, 7,5° und 3,75° berechnet werden. Die
Additionstheoreme erlauben dann die Berechnung der
Sinus- und Kosinuswerte fur die Winkel (3,75°-Schritte):

3,75°, 7,5° 11,25°, 15°, 18,75°, ..., 86,25°.
In der elementaren Differentialrechnung werden die
Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus angewendet, um
die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion zu bestim-
men.

Aus der fortgeschritteneren Perspektive der komplexen
Zahlen verschmelzen Sinus und Kosinus zu einer Potenz

gle = cosa +isine,
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wobei i =+/—1 die so genannte ,,imaginire Einheit* ist. Die
Additionstheoreme gehen auf in dem Potenzgesetz:

eXty =eX.eYy,

Die Additionstheoreme sind Formeln zur Berechnung von
Sinus und Kosinus einer Summe zweier Winkel aus den
Sinus - und Kosinuswerten der beiden Winkel. Sie lauten:

Additionstheoreme

sin(a+ /) = sina cos B +cosa sin B
cos(a+ ) = cosa cos B —sina sin B

Herleitung

Im Hinblick auf unsere Hilfsmittel Sinus- und Kosinussatz,
die sich auf Dreiecke beziehen, erganzen wir unsere
Winkelsumme zu einem Dreieck. Wir kénnen dies so tun,
dass wir eine Hohe der Lange 1 erhalten:
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1. Additionstheorem fur Sinus

Sinussatz fur das gesamte Dreieck:

sin(a+ ) _ sin(90°-a)
c+d b

Aus dem linken rechtwinkligen Dreieck liest man ab:

] 1
90°-a) = =
sin( a) -
Daher

sin(a+f) 1
c+d  ab

und somit
. c+d
sin(a+p) = b

Ordne und fasse algebraisch so zusammen, dass die Grof3en
aus je einem rechtwinkligen Teildreieck beieinander stehen
(@, c und b,d).

. c d
Sln(a'i‘ﬂ):%'f‘g
. cl d1l
in@+h) = 255 a

Jeder der rechts stehenden Briiche kann nun als Sinus oder
Kosinus in einem der rechtwinkligen Teildreiecke gedeutet
werden:

sin(a+ ) = sina-cos B+cosa -sin 8

Damit ist das Additionstheorem fiir den Sinus bewiesen.
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2. Additionstheorem fr Kosinus

Kosinussatz fur das gesamte Dreieck:
(c+d)? = a?+b?—2abcos(a + B)

Also
az+b?—(c+d)?
2ab

cos(a+p) =

Das Binom (c+d)? ausschreiben:

a?+hb?-c?-2cd —d?
2ab

cos(a+p) =

Zusammenfassen nach Zugehérigkeit zu einem Teildreieck:

a?-c? + b?2-d? — 2cd
2ab

cos(a+f) =

Nun ist nach dem Satz des Pythagoras

a?-c* =1
bz-d2 =1
und daher
1+1- 2cd
cos(a+p) = —FF—""—
(a ﬂ) 2ab
2-2cd
cos(a+pB) =
(a ﬂ) 2ab
cos(a+f) = 1-cd

ab
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Nach Zugehorigkeit zu einem Teildreieck geordnet und als
Sinus oder Kosinus gedeutet:

cos(a+p) = 1;;d
1 cd
cos(a+f) = -+ @b
11 cd
COS((X'Fﬂ) = EE—EB

cos(a+ /) = cosa-cos f—sina-sin B

Damit ist das Additionstheorem fiir den Kosinus bewiesen.

Die Additionstheoreme fur stumpfe Winkel

Unsere Herleitung der beiden Additionstheoreme beruht auf
einem Dreieck, dessen rechtwinklige Teildreiecke die
Winkel « und g enthalten; dabei wird also vorausgesetzt,
dass a und g kleiner als 90° sind (spitz).

Wir betrachten nun noch den Fall, dass einer der Winkel,
etwa «, groler als 90° ist. Der andere muss dann Kkleiner
als 90° sein, da a+ £ < 180°.

Wir zerlegen «:
a=90°+a'.

Wegen a+ 4 <180° muss o'+ <90° sein. Auf die
Winkel </, pund &'+ konnen die Additionstheoreme
und die Definitionen von Sinus und Kosinus am rechtwink-
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ligen Dreieck benutzt werden. Daher:

sin(a+ f) = sin(180°—(a + f))
sin(180°—(90°+a'+ B3))
sin(90°—(a'+ f3))
cos(a'+ B)

cosa'-cos f—sina’-sin g

Weil o stumpf ist, gilt
sina = sin(180°—«) = sin(180°—(90°+ "))

= sin(90°-a')
= cosa’
und
cosa = —c0s(180°—ar) = —cos(180°—(90°+ "))
= —c0s(90°-a')
= —sina’
Also:

sina=cosa’ und cosa =-sina’
Dies eingesetzt in

sin(a+ B) = cosa’-cos f—sina’-sin
ergibt

sin(a+ /) = sina-cos f+cosa-sin S.

Das Additionstheorem fiir Sinus bleibt also glltig, wenn
stumpfe Winkel auftreten.
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Die entsprechende Herleitung des Additionstheorems fiir
den Kosinus fir stumpfe Winkel verlauft analog und wird
dem Leser als Ubung empfohlen.

Anmerkungen

1. Die Additionstheoreme zeigen, wie eng Sinus und Kosi-
nus miteinander verknupft sind.

2. Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse
die L&nge 1 hat, so sind Sinus und Kosinus nichts weiter als
die Gegen- bzw. Ankathete beziglich des betrachteten
Winkels. Der Satz des Pythagoras besagt dann:

sin?a +cos?a =1.

Die Additionstheoreme und dieser trigonometrisch verklei-
dete Satz des Pythagoras sind die wichtigsten trigonometri-
schen Formeln.

sin(a+ ) = sina cos B+ cosa sin B

cos(a+ /) = cosa cos B —sina sin B

sin?a +cos2a =1

3. Aus den gerade genannten Formeln kann man die bereits
geometrisch hergeleiteten Ausdriicke fur Sinus und Kosinus
des halben Winkels gewinnen:

a 1+cosa
und cos— = .
2 2 2

. a 1-cosa
sin— =
2
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Aufgaben

1. Esist sin1°~0,0174524 .

a) Berechne cos 1° sowie Sinus und Kosinus von 2°, 3°,
4°, ..., 10°.

b) Berechne Sinus und Kosinus von 0,5°, 0,25°, 0,75°.

2.
a) Berechne Sinus und Kosinus von 1,875° (der Hélfte von
3,75°) und 5,625°.

| . | . |
I ' ' ' I
0° 1,875° 3,75° 5,625° 7,5
Benutze dabei die bereits berechneten Werte: °
sin3,75°~0,06540317 und cos3,75°~0,99785891.

b) Berechne sin1°® né&herungsweise durch Interpolation
(0°<1°<1,875°).
Berechne dann daraus cos1°.

3. Finde Formeln fir Sinus und Kosinus des doppelten und
vierfachen Winkels:

a) sin2a="?

b) cos2a="?

c) sinda=7?

d) cosda ="

4. Leite die folgenden Formeln fur den Tangens ab:
a 1-cosa sina

a) tan— = ’ =
2 l+cosa 1+cosa

tana +tan g
l1-tano-tan g

b) tan(a+p) =
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c) tan2a = m
1-tan’a

5. Leite den "Tangenssatz" in zwei Schritten aus dem

a B

c
Sinussatz ab. Die Bezeichnungen sind wie in der Skizze:

a+b sina+sing

a) = = - (mit Sinussatz)
a-b sina-sing
a+pf
sinoc+sin/3_tan 2
sing—sing . a-p
Also:
tanﬂ a+b
E i = (Tangenssatz)
tan ¥~ a-b

Tipps zu b): Aufgabe 4, Additionstheoreme fir Sinus und
Kosinus, Faktor cosa+cosf kann ausgeklammert und

dann gekurzt werden.

6. Leite den "Halbwinkelsatz" in folgenden Schritten aus
dem Kosinussatz ab:
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b2 +c?—a?

a) cosqg = —— (mit Kosinussatz)
2bc
b) tan& — 1-cosa
2 1+cosa
c) tan< = (s=b):(s=¢) (Tangenssatz)
2 (s—a)-s
wobei s = a+b+c der halbe Dreiecksumfang ist.
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4.4 Die Sinustafel von Aryabhata

Wir verfugen nun tber die Hilfsmittel, um Aryabhatas
Berechnungen bei der Erstellung seiner Sinustabelle nach-
zuvollziehen.

Folgende Sinus- und Kosinuswerte haben wir bereits
berechnet oder sind unmittelbar aus den Definitionen (z. B.
Halbsehne im Einheitskreis) klar:

a sin o cos o

0° 0,000 000 000 | 1,000 000 000
15° 0,258 819 045 | 0,965 925 826
30° 0,500 000 000 | 0,866 025 404
45° 0,707 106 781 | 0,707 106 781
60° 0,866 025 404 | 0,500 000 000
90° 1,000 000 000 | 0,000 000 000

Wir betrachten nun noch die Winkel, die sich durch ein-
und zweimaliges Halbieren von 15° ergeben:

sin7.5° = sin 12 _ /% ~ 0,130 526 103

0087.5° = cos~>. = /1“‘;15 ~ 0,991 444 861

sin3,75° = sin 2> = [129957.5% 4 065 403 131
2 T\ 2

£053.75° = COS 7’25 - ,/1+C°257’5 ~ 0,997 858 923

Nun konnen wir eine Tabelle mit 3,75°-Schritten mittels der
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Additionstheoreme gewinnen. Wir betrachten nur ein Bei-
spiel fir eine solche Berechnung:

sin11,25° = sin(7,5°+3,75°)
sin7,5°-c0s3,75° + cos7,5°-sin3,75°
0,130526193-0,997858923
+ 0,991444861-0,065403131
0,195 090 324

4

cosll, 25°

cos(7,5°+3,75°)

c0s7,5°-c0s3,75° — sin7,5°-sin 3, 75°
0,991444861-0,997858923

— 0,130526193-0,065403131

~ 0,980 785 280

Auf diese Weise erhalt man eine Sinus- und Kosinustabelle,
die wie die von Aryabhata eine Schrittweite von 3,75° hat.
Sie ist auf der nachsten Seite wiedergegeben.

Wenn man die Werte der Tabelle mit den vom
Taschenrechner gelieferten Werten vergleicht, so wird man
kleine Abweichungen feststellen. Es handelt sich dabei um
Rundungsfehler. Wir haben namlich mit Hilfe gerundeter
Werte als Grundlage weitere Sinus- und Kosinuswerte
berechnet. Dadurch ist mit immer groferen Rundungs-
fehlern zu rechnen. Der Taschenrechner benutzt daher
intern mehr Stellen als er anzeigt; so ist sichergestellt, dass
die angezeigten Ziffern richtig sind. Wenn man mit einem

(zehnstelligen) Taschenrechner <2 und +2-1,4142135

berechnet, mit 1.000.000 multipliziert und vergleicht, kann
man die nicht angezeigten Ziffern sehen.
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Sinus- und Kosinustabelle im Sinne von Aryabhata

Anwendungen

a sin o CoS
0,00° 0,000 000 000 1,000 000 000
3,75° 0,065 403 131 0,997 858 923
7,50° 0,130 526 193 0,991 444 861

11,25° 0,195 090 324 0,980 785 280
15,00° 0,258 819 045 0,965 925 826
18,75° 0,321 439 467 0,946 930 129
22,50° 0,382 683 433 0,923 879 532
26,25° 0,442 288 692 0,896 872 740
30,00° 0,500 000 000 0,866 025 404
33,75° 0,555 570 234 0,831 469 611
37,50° 0,608 761 430 0,793 353 340
41,25° 0,659 345 817 0,751 839 806
45,00° 0,707 106 781 0,707 106 781
48,75° 0,751 839 808 0,659 345 814
52,50° 0,793 353 340 0,608 761 428
56,25° 0,831 469 613 0,555 570 230
60,00° 0,866 025 404 0,500 000 000
63,75° 0,896 872 742 0,442 288 689
67,50° 0,923 879 533 0,382 683 431
71,25° 0,946 930 130 0,321 439 463
75,00° 0,965 925 826 0,258 819 045
78,75° 0,980 785 281 0,195 090 320
82,50° 0,991 444 861 0,130 526 191
86,25° 0,997 858 923 0,065 403 127
90,00° 1,000 000 000 0,000 000 000
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Interpolation

Sinus- und Kosinuswerte von Winkeln, die nicht in der
Tabelle vorkommen, kénnen in guter Naherung durch
Interpolation berechnet werden. Wir erldutern dies an
einem Beispiel.

Beispiel
Gesucht: sin 65°
Ldsung:
Der Winkel von 65° liegt zwischen den in der Tabelle
vorkommenden Winkeln
63,75° und 67,5°,

die einen Abstand von 3,75° voneinander haben. Die ent-
sprechenden Sinuswerte sind (auf funf Nachkommastellen
gerundet):

0,89687 und 0,92388,

die einen Abstand von 0,02701 voneinander haben. Der
Abstand zwischen 65° und 63,75° betragt 1,25°.
Folgende Situation liegt also vor:

63,75° 0,89687
1,25° { } 0,00900
65° 0,90587
—_—
3,75° 0,02701
67,5° 0,92388
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Wir berechnen den Abstand zwischen den Sinuswerten von
65° und 63,75° (ndherungsweise) mit einem Dreisatz:

Winkelabstand 3,75° — Sinuswertabstand 0,02701
Winkelabstand 1,25° — Sinuswertabstand x

~ 1,25.0,02701

~ 0,00900
3,75

Daher ist

sin65° ~ 0,89687 +0,00900 = 0,90587

Tatsachlich ist der auf funf Nachkommastellen gerundete
Wert sin 65° = 0,90631. Drei Stellen nach dem Komma
stimmen nach der Rundung tiberein.

Die Interpolation kann auch benutzt werden, um Winkel
naherungsweise zu berechnen, deren Sinus- oder Kosinus-
wert nicht in der Tabelle vorkommt.

Berechnung von z mittels der Tabelle

Als Anwendung unserer Sinus- und Kosinustabelle berech-
nen wir ndherungsweise die Kreiszahl .

Wie Archimedes betrachten wir dazu regelmaRige Viel-
ecke. Die Abbildung zeigt zwei regelméaRige Sechsecke.

Wir nehmen 48-Ecke - ein eingeschriebenes und ein um-
schriebenes, mit einem Kreis vom Radius 1.
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AL N

Die folgende Skizze zeigt Teildreiecke der inneren und
duBeren 48-Ecke:

Hierbei ist s die Seite des inneren 48-Ecks und t die Seite
des dufleren 48-Ecks.

/2

1
1
3,75° 3,75°

Wir berechnen s:
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sin3,75° = si2 =3
1 2
s = 2-sin3,75°

~ 2-0,065 403131
= 0,130 806 262

Analog berechnen wir t:

tan3,75° = t/_2 = t
1 2

t =2-tan3,75°

_ ., Sin3,75°

~ 7 c0s3,75°

.. 0,065 403 131
0,997 858 923
~ 0,131 086 929

Der Umfang unseres Einheitskreises (Radius r = 1) ist
U=2xr =27
Er liegt zwischen den Umféangen der beiden 48-Ecke:

48s < 27 < 48t
6,278700576 < 27 < 6,292172592

Wir halbieren und bekommen:

3,139350288 < 7 < 3,146086296
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Nehmen wir den Mittelwert der unteren und oberen Grenze
als Naherungswert fur 7, so erhalten wir den aus der
Schule bekannten Wert:

T~ 3,14.

Aufgaben

1. Berechne sinl° néherungsweise durch Interpolation.
Berechne dann daraus cos1°.

2. Berechnen Sie nédherungsweise durch Interpolation von
Werten aus der Sinus- und Kosinustafel:
sin10°, sin20°, sin40°.

3. Berechnen Sie den Winkel « né&herungsweise durch
Interpolation von Werten aus der Sinus- und Kosinustafel:

a) sina =0,1

b) sina =0,2
c) sina =0,3
d) sina =0,4
e) sina =0,8
f) sina =0,9
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4.5 Sinus und Kosinus fur beliebige Winkel

Unterstellt man die Giltigkeit der Additionstheoreme fur
beliebige Winkel, so lassen sich Sinus und Kosinus von
beliebigen Winkeln definieren und berechnen.

Zur Erlauterung werden wir folgende Winkelbereiche be-
trachten:

= negative Winkel
*  Winkel zwischen 180° bis 360°
*  Winkel zwischen 360° bis 720°

Negative Winkel

Die negative Zahl —¢« ist durch die Gleichung
a+(—a)=0

bestimmt. Hier konnen wir nun die Additionstheoreme
anwenden:

sin(a+(-a)) = sina-cos(-a) + cosa-sin(-a)
cos(a+(~a)) = cosa-cos(—a) — sina-sin(-a)
Wir setzen sin0°=0 und cos0°=1 ein:
0 = sina-cos(—a) + cosa-sin(—a)
1=cosa-cos(—a) — sina-sin(-a)

Diese beiden Gleichungen kdnnen wir nun als ein lineares
Gleichungssystem mit den zwei Unbekannten
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x = cos(—a) und y = sin(-a)
auffassen:
(sina)x + (cosa)y = 0
(cosa)x — (sina)y =1

Wir lésen es mit dem Additionsverfahren und entfernen
zunachst x (und erhalten y) und dann y (und erhalten x):

(sina)x + (cosa)y =0  |-cosa
(cosa)x — (sina)y =1 |sina

(cosa)(sina)x + (cosa)’y = 0
(sine)(cosa)x — (sina)’y = sina
Wir ziehen die untere Gleichung von der oberen ab und
erhalten:
(cos?a+sina)y = —sina
und wegen cos?a +sin?a = 1:

y = —sina

Analog berechnen wir nun x:
(sina)x + (cosa)y =0  |-sina
(cosa)x — (sina)y =1 |-cosa
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(sina)’x + (sina)(cosa)y = 0
(c05a)2x — (cosa)(sina)y = cosa
Wir addieren nun beide Gleichungen und erhalten:
(sin?a +cos?a)x = cosa
und wegen sina +cos?a = 1:

X = COSx

Insgesamt erhalten wir:

sin(—a) = —sina

cos(—a) = cosa

Winkel zwischen 180° bis 360°

sin(180°+«) = sin180°- cosar + €0s180°- sina
= 0-cosa - L-sina
= —sina

c0s(180°+ ) = c0s180°- coser — sin180°- sina
= -1.cosa + 0-sina
= —cosa

Aus diesen Beziehungen folgt:
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sin(360°) = sin(180°+180°) = —sin180°
= —sin(180°-180°) = 0
cos(360°) = cos(180°+180°) = —cos180°

—(—cos(180°-180°)) = —(-1)
1

Winkel zwischen 360° bis 720°

sin(360°+«a) = sin360°-cosa + €0s360°-sina
0-cosa + 1-sina

sina

€0s(360°+a) = cos360°-cosar — sin360°-sina

=1.cosa — 0-sinx
= COS«

Ab 360° wiederholen sich also die Werte aus dem Bereich
von 0° bis 360°. Man sagt, dass Sinus und Kosinus
periodisch sind mit der Periode 360°.

Aufgaben

1. Berechne vor allem mit Hilfe der Additionstheoreme und
der Sinus- und Kosinustafel:

sin(-7,5°), sin210°, cos(—240°), sin750°, cos547,5°,
cos(—225°), cos195°, cos(—3,75°).
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4.6 Eulers Definition von Sinus und Kosinus

Leonhard Euler (1707-1783) hat die komplizierte Situation
bei der Definition von Sinus und Kosinus fiir die verschie-
denen Winkelbereiche zu einer kurzen und anschaulichen
Definition zusammengefasst.

Wir betrachten einen Kreis mit einem Radius der Lange 1
und dem Mittelpunkt im Ursprung eines Koordinatensys-
tems. Winkel werden mittels der x-Achse und eines Radius-
strahles dargestellt:

y 4

y__ .................... -
SIna =

|
<

COS

1
>

> X

X A———————

Diese allgemeinen Definitionen beruhen auf den Definitio-
nen am rechtwinkligen Dreieck:

i Gegenkathete vy
sing=————"—""=2 =y
Hypotenuse 1

Ankathete X

oSt = ——— =
Hypotenuse 1

Die Definitionen kdnnen wie folgt beschrieben werden:
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1. Wenn der gegebene Winkel « positiv ist, wird der
Radiusstrahl von der x-Achse aus gegen den
Uhrzeigersinn ~ so weit gedreht, wie « angibt.
Wenn « negativ ist, wird der Strahl im Uhrzeigersinn
gedreht.

2. Die Koordinaten x und y des Endpunktes liefern dann
den zugehdrigen Kosinus- bzw. Sinuswert:

cosa = X
sina =y
Ubrigens kénnen wir nun auch den Tangens auf
naheliegende Weise verallgemeinern:

sina
tana = Y oder tana =
X cos o

Da die Nenner nicht Null sein dirfen, mussen beim
Tangens alle Winkel ausgeschlossen werden, bei denen der
Kosinus (d. h. x) Null ist. Wie man am Einheitskreis leicht
ablesen kann, sind die auszuschlielenden Winkel:

90°,
90° + Vielfache von 180°,
90° — Vielfache von 180°.

Nachdem wir nun Sinus und Kosinus fir alle reellen
Winkel definiert haben, kdnnen wir die Werte graphisch
darstellen und die schone wellenférmige Sinus- und
Kosinuskurve bewundern. Die Tangenskurve ist weniger
ubersichtlich und besteht aus unendlich vielen getrennten
Stlicken:
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Sinus- und Kosinuskurve

sin o 4

270°
!
T

450° 540°

360°

180°

90°

180°
! !
T T
270° 360°

90°

“1+

-180°

CoS

N

-180°
!
T

Tangenskurve

tan a 4
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5. Sinus und Kosinus fir kleine Winkel

Wir betrachten folgende Themen:

= Winkel im BogenmaR

= Sinus fur kleine Winkel

= Kosinus fiir kleine Winkel

= Sinus- und Kosinustafel mit einer Schrittweite von 1°

Das Hauptergebnis dieses Kapitels sind folgende Nahe-
rungsformeln fur Sinus und Kosinus von kleinen Winkeln:

sina ~ a (Abweichung < 0,54a°)

2
CoSa = 1—% (Abweichung < 0,54a*)

Hierbei ist der Winkel « im Bogenmall gemeint (360°
entsprechen im Bogenmall 27). Die Faktoren 0,54 gelten
fir Winkel bis zu 30° (im Bogenmal 7/6 ).

Wir benutzen die Naherungsformeln, um (wie der Inder
Bhaskara Il um 1150 n. Chr.) eine Sinus- und Kosinustafel
mit einer Schrittlange von 1° zu berechnen.

5.1 Winkel im Bogenmal}

Betrachtet man einen Winkelmesser, so stellt man fest, dass
die WinkelgroRe nichts anderes als die Lénge des zugeho-
rigen Kreisbogens ist; allerdings wird die Lange in Graden
gemessen. (90° entsprechen einem rechten Winkel, einem
Viertel des Kreisumfanges.)
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Es ist viel naturlicher (weniger willkirlich), die Grof3e eines
Winkels direkt durch die Lange des zugehérigen Kreisbo-
gens anzugeben, wobei ein Kreis vom Radius r=1 (Ein-
heitskreis) zugrunde gelegt wird.

Der Winkel o im Bogenmal:

a = Lénge des zugehdrigen Bogens im Einheitskreis

Beispiele 1
360° = 27 (Kreisumfang: U = 2zr =27, wegen r =1)
180° =«

90° = =

2

60° = % (ein Drittel von 180°)

45° = % (die Halfte von 90°)

30° = % (ein Sechstel von 180°)

und schlief’lich:
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1o T
180
Beispiel 2

Wir rechnen « =40° in Bogenmal} um. Ein einfacher Drei-

satz liefert das Ergebnis:

180° = =
o T
180
40° — 7-40 N 3,14-40 ~ 0,608
180 180

Beispiel 3

Wir rechnen «=0,2 in Grad um. Ein einfacher Dreisatz

fuhrt wieder zum Ziel:

7 =180°
1 180
p/a
0.2 = 180°-0,2 N 180°-0,2 ~115°
T 3,14

Aufgaben

1. Rechne die folgenden Winkel ins Bogenmal3 um:

5°, 8°, 12°, 20°, 40°, 52°, 75°, 80°, 100° O0,3°.

2. Die folgenden Winkel sind im Bogenmal gegeben.
Berechne die Winkel in Grad:
0,1, 0,25, 05, 1/3, 1.
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5.2 Sinus fur kleine Winkel
1. Eine Naherungsformel fir Sinus

In der Skizze betragt die Sehnenlédnge 2sina und die
Lange des zugehorigen Bogens ist 2« .

Die Sehne ist als gerade Verbindung der Endpunkte stets
kirzer als der zugehorige Kreisbogen, d. h. 2sina < 2«
also:

sina < «a

Wenn « Klein ist, so sind die Sehne und der Bogen etwa
gleich lang. Daher gilt in guter N&herung 2sina ~ 2a,

somit:
Sina =~ o

Beispielsweise erhélt man fir « = 3,75°:

7-3,75° 314-3,75°

~ ~ 0,06542
180° 180°

sina ~ a =

(Der genauere Wert aus unserer Tabelle ist sin 3,75°~
0,065403...)
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2. Eine Fehlerabschatzung bei der Naherung fir Sinus

Wir haben gesehen, dass der Sinus eines Winkels (Bogens)
kleiner als der Winkel (Bogen) ist. Nun suchen wir gewis-
sermalen etwas, das groRer als der Bogen ist. Dazu be-
trachten wir die folgenden zwei Flachen:

Flache 1 Flache 2

Die Flache 2 ist offenbar gréRRer als Flache 1. Wir berech-
nen beide Flachen und erhalten daraus die gewiinschte
Ungleichung.

Flache 1:

Es handelt sich um einen Kreissektor mit dem Mittel-
punktswinkel «a. Der Vollkreis ist ein Sektor mit dem
Mittelpunktswinkel 2z (im BogenmaR). Ein einfacher
Dreisatz zeigt dann, dass die Flache 1 den Inhalt

r-r2a nla «a
A= 2r 2z 2

Flache 2:
Diese Flache kann in folgende zwei Teile zerlegt werden:

1. Das linke Dreieck mit der Grundseite 1 und der Hohe
s=sSina

2. Das rechte obere rechtwinklige Dreieck mit der Grund
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seite b =1-c =1-cosa undder Hohe s=sina.
Der gesamte Flacheninhalt betrégt also:

_sina (1-cosa)-sina
2 2

AZ
Aus A <A, folgt nun:

L Sina (1-cosa)-sina
2 2

e
2
Nach Multiplikation mit 2 bekommt man die Ungleichung:

a <sina + (1-cosa)-sina

Nun ist

(1-cosa)(1+cosa)

1- =
s (1+cosa)

_ 1-cos’a
~ 1+cosa
_ sina
~ 1+cosa
Dies eingesetzt, erhélt man:
sinda

a <sing + ———.
1+cosa

Wir ziehen nun sina auf beiden Seiten ab und bekommen

138



Trigonometrie

die Ungleichung:

sinda
1+cosa

0<a-sina <

Wir beschranken uns auf Winkel « von 0° bis 30°. Dann
ersetzen wir cosa durch den kleineren Wert cos 30°.
SchlieRlich ersetzen wir sina in der Potenz sin3a durch

den groBeren Wert « und erhalten:

sin3a < al

< < 0,54¢83.
l+cosa  1+co0s30°

Also ist die Abweichung bei der Naherung

sina ~
gegeben durch

0 < g-sina < 0.54a3.

Beispiel
Né&herungswert fiir sin 1°.

a =1°istim Bogenmall o = T 5 314 ~ 0,0174.
180 180

Bei der Naherung
sinl® ~ sin0,0174 ~ 0,0174

sind die angegebenen Ziffern richtig, denn die Abweichung
ist hochstens

0,54-0,0174® ~ 0,000 003.
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5.3 Kosinus fur kleine Winkel
1. Eine Naherungsformel fiir Kosinus

Wir betrachten die folgende Skizze:

Hierbei ist s=sina, c=cosa und b=1-cosc.
Die Sehne a ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras:

a? = s?+b?

sin?a +(1-cos )’

sin?¢ +1—2cos a + cos2a
2—-2cosa

Wir 16sen nach cosa  auf:

az = 2-2cosa

2C0s¢ = 2—a?

a2
cosa =1-—
2

Die Sehne a ist kleiner als der Bogen «. Fur kleine Werte
von « sind beide anndhernd gleich. Daher:

140



Trigonometrie
o’
cosa = 1-—
2
2

a
cosa > 1—?

2. Eine Fehlerabschatzung bei der N&herung fir
Kosinus

Wir benutzen wieder die oben aufgestellte Beziehung
sin?a
l+cosa

l1-cosa =

und betrachten die Abweichung:

2 2
cow—(l—a—j -2 _(1-cosa)
2 2

a? sin2a

2 l+cosa
a? sina

2 2
(a+sina)-(a-sina)

IA

5

5(a+sina)-(a—sina)
5(a+a)-0,54a3
5

Aot

IN

0,
0,
0,
0,

IA

Also ist die Abweichung bei der N&herung

az
cosa ~ 1——
2
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gegeben durch
az
0< cow:—(l—;j < 0,54a*.

Diese Abschatzung gilt fir Winkel o von 0° bis 30°.

Beispiel
Néherungswert fur cos 1°.
a =1°ist im Bogenmall o = LN 314 ~ 0,0174.
180 180
Bei der Naherung
2
cosl® =~ cos0,0174 =~ 1— 0,0174 ~ 0,9998

sind die angegebenen Ziffern richtig, denn die Abweichung
ist hochstens

0,54-0,0174* ~ 0,000 000 092.
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5.4 Sinus- und Kosinustafel mit 1°-Schritten

Wir benutzen die friiher berechnete Tafel mit einer Schritt-
lange von 3,75°, um mit Hilfe der Additionstheoreme eine
Tafel der Schrittlange 1° zu bekommen.

Dazu berechnen wir zuerst Sinus und Kosinus von 0,25°,
dann mithilfe der Additionstheoreme Sinus und Kosinus der
Winkel 0,5°, 0,75°, 1°, 2° und 3°. Schliefflich kann man
mit diesen Werten die gewiinschte Tabelle erstellen.

Wir werden im Folgenden mit sieben Nachkommastellen
rechnen.

sin 0,25° und cos 0,25°

Wir nehmen den Naherungswert 7 ~3,1416. Dann ist:

0,25°-7 _ 0,25°-3,1416
180° 180°

0,25° = ~ 0,004 363 3,

wobei die angegebenen sieben Nachkommastellen zutref-
fen, weil die Abweichung bei den Né&herungen héchstens
0,000 000 04 betragt.

Der Sinus kleiner Winkel ist ungefahr diesem Winkel (im
Bogenmal) gleich:

sin0,25° ~ 0,004 363 3.

Die Abweichung bei dieser N&herung ist hochstens:

0,54-(0,004 363 3)3 ~ 0,000 000 045.
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Die sieben angegebenen Nachkommastellen sind also
gesichert.

Die Néaherungsformel

cosSa ~ 1—a—
2
liefert

_0,0043633*

cos0,25° = 1 ~ 0,9999905,

wobei die sieben Nachkommastellen gesichert sind, denn
die Abweichung ist hdchstens

0,54-(0,004 363 3)4 ~ 0,000 000 000 2.

Wir fassen zusammen:
sin0,25° ~ 0,004 3633,
c0s0,25° =~ 0,9999905.

Sinus und Kosinus von 0,5°, 0,75°, 1°, 2°, 3° und 4°
Wir benutzen die Additionstheoreme:

sin(a+ ) = sinacos B + cosasin B,

cos(a+f3) = cosacos B — sinasin g,

und die Sonderfélle gleicher Winkel:
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sin(2a) = 2sina-cosa,

cos(2a) = cos?a — sina.

Also:
sin0,5° = sin(2-0,25°)
= 2sin0,25°cos0, 25°
~ 2-0,0043633-0,9999905

~ 0,0087265
€0s0,5° = cos(2-0,25°)
= c0s20,25° — sin20,25°
~ 0,9999905% — 0,0043633?
~ 0,9999620

Analog erhalt man nacheinander Sinus und Kosinus der
Winkel:

0,75° = 0,5°+0, 25°,

1° = 0,5°+0,5°,
2° =1°+1°,
3° = 2°+1°,

4° = 3,75°+0,25°.

Sinus und Kosinus von 1°, 2°, 3°, ..., 45°

Die Werte fiir 8° =7,5°+0,5° und 12° = 11,25°+0,75° las-
sen sich aus der friheren Tafel berechnen. Die fehlenden
Zwischenwerte konnen durch Addition von jeweils 1°
gewonnen werden. Liegen nun Sinus und Kosinus der ganz-
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zahligen Winkel von 1° bis 15° vor, erhdlt man die
entsprechenden Werte fur die Bereiche von 16° bis 30°
(durch Addition von 15°) und von 31° bis 45° (Addition
von 30°).

Sinus und Kosinus 46°, 47°, ..., 90°
Diese Werte ergeben sich direkt aus den bereits berechneten
Werten flir 1°,2°, ..., 45°:

sina = cos(90°—«a)

cosa = sin(90°—a)

fur a=46°,47°, ...,90°.

So erhalten wir die folgende Sinus- und Kosinustafel, die
wie die Tabelle des Inders Bhaskara Il. (1114-1185) eine
Schrittweite von 1° besitzt. Die Sinus- und Kosinuswerte
sind mit sieben Nachkommastellen angegeben. Die letzte
Nachkommastelle kann durch die durchgefiihrten Rundung-
en vom wirklichen Wert abweichen.
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Sinus- und Kosinustafel

Winkel Sinus Kosinus
0° 0,0000000 1,0000000
1° 0,0174523 0,9998478
2° 0,0348993 0,9993910
3° 0,0523357 0,9986298
4° 0,0697564 0,9975640
5° 0,0871556 0,9961948
6° 0,1045282 0,9945221
7° 0,1218690 0,9925465
8° 0,1391731 0,9902682
9° 0,1564344 0,9876886

10° 0,1736480 0,9848081
11° 0,1908087 0,9816277
12° 0,2079117 0,9781477
13° 0,2249510 0,9743703
14° 0,2419218 0,9702961
15° 0,2588190 0,9659258
16° 0,2756372 0,9612618
17° 0,2923715 0,9563049
18° 0,3090168 0,9510568
19° 0,3255680 0,9455185
20° 0,3420200 0,9396927
21° 0,3583677 0,9335807
22° 0,3746063 0,9271843
23° 0,3907311 0,9205050
24° 0,4067366 0,9135457
25° 0,4226181 0,9063082
26° 0,4383709 0,8987946
27° 0,4539905 0,8910066
28° 0,4694715 0,8829478
29° 0,4848096 0,8746201
30° 0,5000000 0,8660254

147



148

Sinus und Kosinus fur kleine Winkel

Sinus- und Kosinustafel

Winkel Sinus Kosinus
30° 0,5000000 0,8660254
31° 0,5150380 0,8571674
32° 0,5299192 0,8480483
33° 0,5446389 0,8386709
34° 0,5591928 0,8290376
35° 0,5735764 0,8191522
36° 0,5877851 0,8090173
37° 0,6018149 0,7986360
38° 0,6156615 0,7880109
39° 0,6293205 0,7771462
40° 0,6427876 0,7660448
41° 0,6560590 0,7547102
42° 0,6691307 0,7431449
43° 0,6819984 0,7313539
44° 0,6946585 0,7193402
45° 0,7071068 0,7071068
46° 0,7193402 0,6946585
47° 0,7313539 0,6819984
48° 0,7431449 0,6691307
49° 0,7547102 0,6560590
50° 0,7660448 0,6427876
51° 0,7771462 0,6293205
52° 0,7880109 0,6156615
53° 0,7986360 0,6018149
54° 0,8090173 0,5877851
55° 0,8191522 0,5735764
56° 0,8290376 0,5591928
57° 0,8386709 0,5446389
58° 0,8480483 0,5299192
59° 0,8571674 0,5150380
60° 0,8660254 0,5000000
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Sinus- und Kosinustafel

Winkel Sinus Kosinus
60° 0,8660254 0,5000000
61° 0,8746201 0,4848096
62° 0,8829478 0,4694715
63° 0,8910066 0,4539905
64° 0,8987946 0,4383709
65° 0,9063082 0,4226181
66° 0,9135457 0,4067366
67° 0,9205050 0,3907311
68° 0,9271843 0,3746063
69° 0,9335807 0,3583677
70° 0,9396927 0,3420200
71° 0,9455185 0,3255680
72° 0,9510568 0,3090168
73° 0,9563049 0,2923715
74° 0,9612618 0,2756372
75° 0,9659258 0,2588190
76° 0,9702961 0,2419218
77° 0,9743703 0,2249510
78° 0,9781477 0,2079117
79° 0,9816277 0,1908087
80° 0,9848081 0,1736480
81° 0,9876886 0,1564344
82° 0,9902682 0,1391731
83° 0,9925465 0,1218690
84° 0,9945221 0,1045282
85° 0,9961948 0,0871556
86° 0,9975640 0,0697564
87° 0,9986298 0,0523357
88° 0,9993910 0,0348993
89° 0,9998478 0,0174523
90° 1,0000000 0,0000000
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6. Formeln fur Sinus und Kosinus

Wir betrachten folgende Themen:

= Verbesserte Nadherungsformeln fir sin und cos
= Exakte Formeln fur sin und cos

= Abweichung beim Abbruch der Reihen

= Berechnung von 7 auf acht Nachkommastellen

6.1 Bessere Naherungsformeln fur sin und cos

Die Né&herungsformeln

sina ~ (Abweichung hdchstens: 0,54a3)

2
cosa =~ 1—% (Abweichung hochstens: 0,54a*)

werden bei Kkleiner werdenden Winkeln immer genauer.
Halbiert man den Winkel e« , so betragt die Abweichung
nur noch hochstens ein Achtel bzw. ein Sechzehntel der
Abweichung:

aY o 1
0,54| — | =0,54— = =-0,54a°
2 28

aY at 1
0,54 — | =0,54— = —.0,54¢*
2 2¢ 16

Diese Einsichten fihren uns zu einer Verbesserung der
Néherungsformeln. Man kann den Winkel in zwei Halften
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zerlegen, die Additionstheoreme benutzen und dann die
Néherungsformeln auf den halben Winkel anwenden:

. . a o
sina = sin| —+—
(2 ZJ

.o a
= 2-Sin—-c0S—
2 2

Il Q
Q ()
Q= N!Q
| -
©|], I
~— NI
7N\
N R
%
N——

Fir den Kosinus benutzen wir das Additionstheorem,
ersetzen aber Sinus durch Kosinus, da dies einfach moglich
ist und die N&herungsformel fur Kosinus genauer ist:

()
(w) (5]
(=) 03]

CoOS
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Formeln fir Sinus und Kosinus

2
=2 cosgj -1
2

Zusammenfassend ergeben sich die verbesserten
Né&herungsformeln:

. ad
Slha =~ ¢ ——
a? ot
cosa ~1——+—
2 32

Man kann die Verbesserungsprozedur wiederholen, aber
nun die neuen Naherungsformeln anwenden. So ergeben
sich noch genauere N&herungsformeln:

. . a o
sina = sin| —+—
(2 2)

. a a
= 2-sin—-co0s—
2 2
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2{(0[/2)_(a;z)3j_£1_(a/z)2+(a/z)“J

Q

2 32

5 3 1

a—-—a*+—ao° - ——a

32 512 16384

Fir den Kosinus erh&lt man analog:

(04 a
cos| —+—
5+5)
o 2
2-(005—) -1
2

i} 2.[1_((1/2)2 +(mz)“]z_l

2 32

CoSo

:1—Ea2+ia4_ 1 a6+ 1 a8
2 128 1024 131072

Die Né&herungsformeln fiir Sinus enthalten lediglich
ungerade Potenzen des Winkels (a, a3, o®, a’, ...) und
die Né&herungsformeln fiir Kosinus nur gerade Potenzen
(a, a?, a*, ab, a8, ..).

Setzt man das Verbesserungsverfahren fort, so wird man
,,schlieBlich* exakte Formeln der Gestalt
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sina = a + c,a® + ca® + c,a’ +...
cosa =1- ja% + c,a* + cab +...

erhalten. Den Wert der Koeffizienten c,, c,, C, ... werden

wir im nachsten Abschnitt mit Hilfe der Additionstheoreme
berechnen.

6.2 Exakte Formeln fir sin und cos

Wir bendtigen die ersten zwei Terme der allgemeinen
binomischen Formel:

(a+b)" = a" + na™'b + hhere Potenzen von b

Zum Verstandnis betrachten wir den Ubergang vom Term
(a+b)2 zu (a+b)3 und von (a+b)3 zu (a+b)4:

(a+b)3 = (a+b)2-(a+b)
(a?+2ab+b?)-(a+b)
a’ +2a%b+ab?

+ a?b+2ab?+b?
a® +3a?b+3ab? +bd

Analog:

(a+b)4 = (a+b)3~(a+b)
(a®+3a?h+3ab? +b?)-(a+b)
= a*+3a’h+3a%h? +ab?
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+ a3b+3a2b? + 3ab? +b?
= a*+4a3b+6azh? +4abhd +b*

Man erkennt, dass die hochste Potenz ohne Koeffizient
bleibt. Ferner erhoht sich der Koeffizient des zweiten
Terms bei jedem Schritt um 1, er bleibt daher stets dem

Exponenten n der Potenz (a+b)" gleich.

Wir setzen unsere Formeln
sina = a + c,a® + c.a® + c,a” +...
cosa =1- ja% + c,a* + cab +...
in die Additionstheoreme

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny

cos(X+Yy) = cosxcosy — sinxsiny

ein und bekommen:

X+Y + c3(x+y)3 + c5(x+y)5 + c7(x+y)7 +...

(X+CX3+CX5+C,X +...)- (13 y2 +C,y* +Coy°* +...) +

(1-3X2 40, X* +CoX0 +...) - (Y+C Y3+ G Yo +C, Y7 +...)

und
1-1(x+y) +c, (x+y) +eg (x+y) +...
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(1-2x2 40X +CX0 +...) - (1=3 Y2 +C, Y  + Yo +...) —
(X+CaX3+CX5 +C, X7 +...)- (Y +Cy° +CyS +C,y7 +...).

Wenn die links und rechts stehenden Ausdriicke gleich sein
sollen, missen die entsprechenden Koeffizienten gleich
sein. Diese Schlussfolgerung ist als Koeffizientenvergleich
bekannt. Nun konzentrieren wir uns auf die Terme der
Gestalt x"y und notieren nur diese ausdrtcklich:

3C, X%y + 5C.x*y + 7C,X°y +...
=0 — 3 X%y + ¢, X'y + CX°y +...

und

—Xy + 4¢, X3y + 6C, x5y + 8CX'Y +...
=0 - Xy — Cx¥y — C.X°y — C,X'y+...

Der Koeffizientenvergleich ergibt nun:

3c, = -1
4c, = —¢,
5, = ¢,
6c, = —C.
7c, = Cg
8¢, = ¢,
Und daher
¢, = -1
22
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N
3 2.3
c - 1
“2.3.4
1
C. =
2-3.4.5
1
Co = —————
2-3.4.5-6
1
C,=———"7-——
2.3.4.5.6-7
1
Cg = ————
2-3.4.5.6-7-8
Die GroRRen
21=1.2
31=1.2.3
41=1.2.3.4

heilRen Fakultaten. Man liest 4! als ,.4 Fakultat®.

Die konkreten Formeln fiir Sinus und Kosinus lauten also
folgendermalen:
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Die Vorzeichen wechseln sich ab.

Die in der Formel enthaltenen Summen von unendlich
vielen Summanden bezeichnet man als unendliche Reihen
(Sinus- und Kosinusreihe).
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6.3 Abweichung beim Abbruch der Reihen

Bei der praktischen Anwendung der Sinus- und Kosinus-
reihe wird man die Reihen abbrechen und beispielsweise
0(3

sinae ~ ¢ — —
3!

betrachten.

Zur Beurteilung der Genauigkeit des Ergebnisses bendtigen
wir eine Abschétzung der Abweichung vom tatsachlichen
Wert. Im Beispiel ware die Abweichung (Rest):

Die Einzelnen Glieder werden betraglich immer Kleiner
(wenn der Betrag von « Kleiner als 8 ist). Wir betrachten
der Einfachheit halber nur positive Winkel. Dann ist der
Betrag des Restes:

a5 a7 ag all ag
R=— +(— — + —j+(— — + —) +—...
5! 7! 9! 11 9!

aS
T 5l
Die runden Klammern haben einen negativen Wert, lasst
man sie weg, so vergrofert sich der Ausdruck.

Die vorangehenden Uberlegungen gelten bei beliebigen
Abbriichen und auch fur die Kosinusreihe. Beim Abbruch
ist die Abweichung betraglich héchstens so groR wie das
Glied nach dem letzten bertcksichtigten.
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Zusammenfassung
. a? a® o
sina =a — — + — — — +—
3! 5! 7!
a? at ab
coseg =1- —+ — — — +—
21 41 6!
3 n
sina =~ a — LN
3! n!
. n+2
Abweichung héchstens +
(n+2)!
2 4 n
cosa ~1 - o + o —+...% o
21 41 n!
B n+2
Abweichung hdchstens +
(n+2)!

Aufgaben

1. Berechne sin 30° ndherungsweise mit Hilfe der jeweils
angegebenen Formel. (7~ 3,1416)
a) sina ~ a

0(3

b) sina ~  — —
3!
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. AN A
C) sina ~a — — + —
3! 5!
. ad o al
d) sihna ra - — + — — —
3! 51 7!

2. Berechne cos 30° naherungsweise mit Hilfe der jeweils
angegebenen Formel. (n ~ 3,1416)

aZ
a) cosa ~1 - —

2!

2 4
b) cosa ~1- L + &

21 4

2 4 6
c)cosazl—a— “ &

20 41 6!

2 4 6 8
d)cosazl—a—+a——a «

_ + _
2! 41 6! 8!

161



Formeln fir Sinus und Kosinus

6.4 Berechnung von z auf acht Nachkomma-
stellen

Zur Berechnung der Sinus- und Kosinuswerte von in Grad
gegebenen Winkeln benétigt man einen genaueren Wert
von 7, um die Winkel in das Bogenmal? umzurechnen.

Friher haben wir schon den Naherungswert 7=~ 3,14 be-
rechnet, und im Anhang wird der genauere Wert 7~ 3,1416
ermittelt.

Die Sinusreihe wird uns nun einen noch genaueren Wert fiir
7 liefern. Wir werden zundchst /6 berechnen. Dies hat
den Vorteil, dass /6 kleiner als x ist. Daher braucht
man weniger Terme bei der Sinus- und Kosinusreihe.
Ferner ist sin(7/6)=0,5 ein glatter Wert.

1. Ein erster Naherungswert fur z/6

Fir 7 nehmen wir den Naherungswert 3,1416 mit einer
Genauigkeit von vier Nachkommastellen. Im Hinblick auf
die Rundung ist die Abweichung hdchstens 0,00005, also:

7 = 3,1416+0,00005
Daher ist

% — 0,5236+0,00001

2. Sinus und Kosinus vom ersten Naherungswert

Wir setzen « =0,5236 in die Ndherungsformel
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. o a’ a’ ol
sina~a — — + — — — + —
3! 51 7! 91

ein und erhalten
sin0,5236 ~ 0,500.001.060.4
Die Abweichung ist hdchstens

a'  0,5236"

— = ——— ~ 0,000.000.000.021
11! 39.916.800

Den Kosinus berechnen wir aus dem Sinus:

cosa = J1-sin?a ~ 0,866.024.791.6

3. Ein verbesserter Naherungswert fur z/6

Der Naherungswert «=0,5236 weicht hochstens um
0,00005 von /6 ab. Wir kénnen also

Z—a+A
6
schreiben, wobei

—0,00005 < A < 0,00005.

Daher
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0,5 = sinz/6
= Sin(a+A)
= Sina-COSA + coSsa-SinA

Da A Klein genug ist, ist mit hinreichender (mindestens
achtstelliger) Genauigkeit:

COSA ~ 1,
SinA = A.

Aus der damit vereinfachten Gleichung:

0,5 =sina + cosa-A

lassen sich A, #/6 und =z bestimmen:

A~ 007N G 0000012244

COS o
% — @+A ~ 0,5236-0,0000012244 — 05235987756
x ~ 31415926536

Also ist mit acht gesicherten Nachkommastellen:

7 =~ 3,14159265

Die Leser, die Uber Kenntnisse der Differentialrechnung
verfligen, werden erkannt haben, dass wir zur Berechnung
des verbesserten Naherungswertes im Wesentlichen das
Newtonverfahren benutzt haben.
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Aufgaben
1. Berechne sin 35° néherungsweise (vier Nachkomma-
stellen) auf zwei Arten:

a) Sinusreihe fur 35°
b) Zerlegung 35°=230°+5°, Additionstheorem und die
Sinusreihe flr 5°.

2. Berechne né&herungsweise den Winkel « (in Grad) mit
sina=0,1
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Lésungen der Aufgaben

Aufgaben aus Kapitel 1

1.

ogakrwm

Viereck: 360°, Finfeck: 540°, Sechseck: 720° und Sie-
beneck: 900°.

(n—2)-180°.

a=45 b=3 bzw. a=9, c=12

a=64, b=96 bzw. b=15 ¢c=125

11,33 m

23,80 m

Aufgaben aus Kapitel 2.1

1.

RB©O N o 0 &~ o

= o

166

a) c=17, b) b=8, ¢) a=35 d) bx5,20,
e) a~6,93, f)c=~781

Rechtwinklig: b), c), d).

Kathete ~ 9,80

J2 ~1,4142136
%\/é ~0,8660254

Hohe ~ 4,330127, Flacheninhalt =~ 10,825318
_a

h =5 3

~5,83cm

35¢cm
Hohe ~ 4,77 cm, Flacheninhalt = 7,15 cm?
a) s~ 0,5176381, Sechseck: Umfang: 6, Flacheninhalt:
2,5980762. Zwolfeck: Umfang ~ 6,2116572, Flache: 3,
b) s'~0,5358984
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Aufgaben aus Kapitel 2.2

1. 2 ~1,414214, \J3 ~1,732051, /5 ~ 2,236068,

2.
3.

4.

J10 ~3,162278, /65 ~8,062258

/80 ~8,944272

a) 3, 30, 300, 3.000, 0,3, 0,03 und 0,003
b) /90 ~9,486833, /9000 ~ 94,86833,
/0,9 ~0,9486833, /0,009 ~ 0,09486833
2,12368-10% und 6,71565-10

Aufgaben aus Kapitel 2.3

1.

No o pr~w

a) f=70°b~10,99, c~1170

b) B=40°a~5,36,b~4,50

c) f=20°a~550c~5,85

d) «=80°a~394,b~0,69

e) a=60°a=~10,39,c=12

a) ¢c=17, ¢ ~61,93° B~ 28,07°

b) b=4, «~36,87°, ~5313°

c) a=35 a~7108° [ ~18,92°

d) c~11,66, o ~30,96° f~59,04°
e) a~6,93 a=60° =30°

f) ¢~7,81, a~39,81° S ~5019°
Siehe Aufgaben 1 und 2

h~16,03m

h=4,70cm, A= 47,02 cm?
b=4,c=5 a~36,87°, f~5313°
a~4,47,b~8,94, a ~ 26,57°, f~63,43°
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8. a) h~2,83a~293 c~359
b) h~2,94,c~1149, ff ~21,55° y ~122,45°
¢) h~4,60,a~5,57, §~55,63° y~74,37°
9. h=4,c~3093 f~126,87°, y ~23,13°

Aufgaben aus Kapitel 3.1

1. sin120° ~ 0,8660, sin150° = 0,5, sin135° ~ 0, 7071
sin100° ~ 0,9848, sin170° ~ 0,1736, sin160° ~ 0, 3420
2. 0,5:30°,150°, 0,1736...:10°,170°, 0,8660...:60°,120°,
0,7071...:45°135°, 0,6427...:40°,140°, 190°
3.a) a~6,82,b~4,73 y=72°
b) a~3,25 b~6,47, f=51°
c) b~3,79,c~4,28 a=120°
d) a=5,51, c~6,05, f=51°
e) b~9,27,c~7,24, y =45°
f) a~3,16,c~10,11, o =15°
4. ¢~9,93, B~5313° y ~96,87° bzw.
C~ 3, 93, ,8 z126,87°, Y= 23,130
5. a) C~8,28, f~45,28° y ~78,72°
b) c~3,75, B~ 24,18°, y ~30,82°
c) c~1116, B~ 23,69°, y ~116,31°
d) b~5,32, o ~45,46°, S ~71,54°
e) c~12,32, x = 34,02°, y ~99,98°
f) a~8,18, & ~50,68°, [ ~58,32°
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Aufgaben aus Kapitel 3.2

1.

€0s120° =~ -0, 5, cos150° = -0,8660, cos135° ~ -0, 7071
€0s95° =~ —0,0872, c0s100° ~ —0,1736, cos170° ~
—-0,9848

-0,5:120°, —0,8660...:150°, —0,7071...:135°,
-0,1736...:100°, —0,6427...:130°, —1:180°

a) c~1159 b) c~297 <c) a=454 d) b=6,71
e) a~1461 f) b~4,38

a) a~5313° B~36,87°, y =90°

b) & ~24,15°, B ~30,75° y ~125,10°

C) a~122,88° ~23,07°, y ~34,05°

d) a ~50,98° B ~87,27°, y ~41,75°

e) a~34,05° [ ~101,54° y ~44,42°

f) @ ~62,18° B ~17,15° ¥ ~100,67°

. a) a=~6313° [ =46,87°

b) a ~117,78°, 8 = 44,22°
c) ~64,83°, y =88,87°
d) o ~ 26,40, y =29,60°
e) B~31,38° y~40,62°
f) a ~62,36° y = 41,64°

. a) C~8,28, B ~45,28° y ~78,72°

b) c~3,75, B ~24,18°, y ~30,82°
¢) c~11,16, B~ 23,69°, y ~116,31°

Aufgaben aus Kapitel 3.3

1. a) b~7,52,c~514, o ~30°

b) a~53,13° f~36,87° y ~90°
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) c~3,09, o ~82,03° p~47,97°

d) c~4,20, f~42,82° y ~72,18°

e) a~14,12,b~11,98, a ~105°

f) b~3,22, a ~53,02° y ~86,98°

g) o ~55,77°, f~41,41° y ~82,82°

h) a~ 2,67, a ~26,44°, y ~123,56° bzw.
a~5,99 o ~93,56° y ~56,44°

i) a~4,87, f~35,35° y~74,65°

J) a= 7,54, a = 75,85°, f ~64,15° bzw.
a~318 a~24,15° [ ~115,85°

2. X=3,78
3. Xx~4,97
4. Flacheninhalt ~ 13,16 cm?, Umfang ~ 17,28 cm

Aufgaben aus Kapitel 4.1

1.

3.

a) o ~76,43°, B~ 69,95°  ~83,62°
b) ¢c~5,29, y ~59,69°, & ~105,31°
¢) c~12,31, 3 ~164,41°, y ~ 20,59°
d) ¢~ 6,50, f~143,22°, 5 ~ 46,78°
e) b~3,29,c~4,89, y =80°

. a) ¢~11,20, a =123,50°, S ~126,50°

b) b~5,40,d ~ 4,67, #=90°
A~17,07cne

Aufgaben aus Kapitel 4.2

1.
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sin3,75° = 0,0654031291, cos3,75°~ 0,9978589232
2. sin22,5°~0,3826834324, cos22,5°~0,9238795326,
sinll,25° =~ 0,1950903219, cos11,25° ~0,9807852804

Aufgaben aus Kapitel 4.3

1. a)
a sin cos o
1°| 0,0174524 | 0,9998477
2° | 0,0348995 | 0,9993908
3°| 0,0523360 | 0,9986295
4°| 0,0697565 | 0,9975640
5° 1 0,0871558 | 0,9961947
6° | 0,1045285 | 0,9945219
7°10,1218694 | 0,9925462
8°1 0,1391732 | 0,9902681
9°| 0,1564346 | 0,9876884

10°| 0,1736483 | 0,9848078

b)

a sin a CoS «
0,50°| 0,0087264 | 0,9999619
0,25°| 0,0043646 | 0,9999905
0,75°| 0,0130908 | 0,9999143

2. a) sinl,875°~0,03271918, c0s1,875°~0,99946458
sin5,625° ~ 0,09801728, co0s5,625°~0,99518470
b) sinl1°~0,01745, cosl®=~0,99985

3. a) sin2a = 2sina-cosa
b) cos2a = cos?a —sin?a = 2cos?a —1 = 1-2sin’a
¢) sinda = (4sina—8sin%ax)-cosa
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Losungen der Aufgaben

d) cosda = 1-8cos?a +8cos*a

Aufgaben aus Kapitel 4.4

1. sin1°~0,01744, cos1°~0,99985

2. sin10°~0,17357, sin20° ~0,34185, sin40° ~ 0,64249

3.a) a~5742°, b) a~11539°, ¢) a~17,466° d) a=~
23,590°, €) a~53,154°, f) a~ 64,185°

Aufgaben aus Kapitel 4.5

1. sin (—7,5°) ~—0,1305, sin210°=-0,5
cos(—240°)=-0,5,  sin750°=0,5
c0s547,5°~-0,9914, cos(—225°)~-0,7071
c0s195°~-0,9659,  cos(—3,75°)~0,9979

Aufgaben aus Kapitel 5.1

1. 5°~0,08722, 8°~0,13956, 12° = 0,20933, 20° =
0,34889, 40° = 0,69778, 52° ~0,90711, 75° ~ 1,30833,
80° =~ 1,39556, 100° ~1,74444, 0,3° = 0,00523

2. 0,1~5,73° 0,25~ 14,33°, 0,5~28,66°, 1/3 ~19,11°,
1~57,32°

Aufgaben aus Kapitel 6.3

1. 0,52360, b) 0,49968, c) 0,50001, d) 0,50001
2. 0,86292, b) 0,86605, c) 0,86602, d) 0,86602
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Aufgaben aus Kapitel 6.4

1. sin 35° ~ 0,5736
2. 5,73°, verbessert: 5,739170°
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Anhang 1

Berechnung von 7

175



Anhang 1: Berechnung von

Berechnung von 7z mittels des Satzes von
Pythagoras

Als Anwendung des Satzes von Pythagoras berechnen wir
naherungsweise die Kreiszahl =

Wie Archimedes betrachten wir dazu regelmaRige Viel-
ecke. Die Abbildung zeigt zwei regelmaRige Sechsecke,
eines liegt in dem Kreis mit Radius 1 (Einheitskreis), das
andere auferhalb. Der Kreisumfang (27 ) liegt zwischen
den beiden Umfangen der Sechsecke.

KTA

1 1

\VAVAVAV

Die Seitenldnge des dulleren Sechsecks lasst sich aus der

des inneren Sechsecks berechnen.
a
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Die beiden abgebildeten Dreiecke sind dahnlich, unter-
scheiden sich also nur um einen Faktor. Dieser Faktor muss

die H6he h in die Hohe 1 Uberfiihren, und ist also %

Die Hohe des inneren Dreiecks ist nach dem Satz des
Pythagoras:

h = -(3)
-
)
=13
Also ist die Seitenldnge a des duflleren Sechsecks:
a= 1-1 1 - 1 ~ 1,154700538
h h i\/§

Die Umfange der Sechsecke und des Einheitskreises sind
daher:

6 < 27 < 6,928203228

Also:
3 < 7 <£3,464101614

Um bessere Abschatzungen zu bekommen, unterteilen wir
das Sechseck und erhalten ein 12-Eck, 24-Eck, ..., 768-Eck.

Wir berechnen nun die Seitenldnge des regelmé&Rigen 2n-
Ecks, das aus dem n-Eck durch Unterteilen hervorgeht.
Dabei werden wir den Satz des Pythagoras zweimal
anwenden. Es sei s die Seitenlange des n-Ecks, und s' die
Seitenlange des 2n-Ecks.
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g

I X

s/2

Zur Berechnung von s' Wir betrachten die zwei rechten
rechtwinkligen Dreiecke:

§2 = (l—h)2 + [%)2

2
=1-2h + h? + (Ej
2

=1-2h +1
=2-2h
=2-21-(s/2)?

Wir dividieren nun durch 4 und fiihren die Abkulrzungen
S 2 N 2
t= (—j und t' = (—j
2 2
ein. Dann erhalten wir die Uberschaubare Beziehung:

11t

2

tI
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Wenn man bei der praktischen Anwendung dieser Formel
einer Rechner benutzt, so kénnen sehr ungenaue Ergebnisse
herauskommen. Die Ursache liegt einerseits in der
begrenzten Stellenzahl des Rechners, andererseits in der
Differenz zweier ungeféhr gleicher Zahlen. Ein Beispiel
soll das Phanomen illustrieren. Nehmen wir einen tblichen
zehnstelligen Taschenrechner und bilden die folgende
Differenz:

1,023412 346 — 1,023 412 312 = 0,000 000 34

Die Ausgangszahlen enthielten zehn glltige Ziffern, das
Ergebnis enthalt nur noch zwei Ziffern!

Zur Vermeidung dieses Effektes versucht man, Ausdriicke
so umzuformen, dass keine kleinen Differenzen auftauchen.
Unsere Formel fir t' enthélt in der Tat die kleine Diffe-

renz 1-J1-t. Da s und damit auch t Kklein sind, unter-
scheiden sich die Wurzel nicht viel von 1.

Wir erweitern unseren Bruch und benutzen die dritte
binomische Formel:

v 1-J1-t
2
(1-«/1?)(1+J1?)
B 2(1+«/1?)
()
- 2(1++1-1)
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1-(1-t)

2 1+\/1?t)
t

- 2(1+\/1Tt)

Der gewonnene Ausdruck enthdlt nun keine Differenz von
etwa gleichen GroRen:

, t

2(1+\/17t)

Die Seitenldnge a des auleren n-Ecks ergibt sich (wie
beim Sechseck, S. 176) aus s durch die Division durch die

Hoéhe h=+v1-t:

S
a =
1-t
Dies folgt alternativ auch daraus, dass die Seiten im selben

Verhaltnis wie die Hohen stehen: % = %

Die Ergebnisse der Berechnungen fir die n-Ecke (mit
n==6,12,24,...,768) sind in den folgenden Tabellen
zusammengestellt. Die erste Tabelle enthalt die Grolken t
und Seitenldngen s und a des inneren bzw. duBeren n-
Ecks. Die zweite Tabelle enthdlt dann die halben n-Ecks-
Umféange, die mit dem halben Einheitskreisumfang =
verglichen werden kdnnen. Aus den Werten des 768-Ecks
folgt:

7w ~ 3,1416,

denn 3,14158... < 7 < 3,14161...
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S
n t s_2«/t_ a =

6 | 0,25000000000000 | 1,00000000000000 | 1,15470053837925
12 |0,06698729810778 | 0,51763809020504 | 0,53589838486224
24 |0,01703708685547 | 0,26105238444014 | 0,26330499517483
48 [0,00427756931310 | 0,13080625846037 | 0,13108692563056
96 |0,00107053838070 | 0,06543816564361 | 0,06547322082600
192 [ 0,00026770626182 | 0,03272346325315 | 0,03272784427080
384 [ 0,00006693104522 | 0,01636227920798 | 0,01636282680769
768 [ 0,00001673304130 | 0,00818120805260 | 0,00818127650171

N Halber Umfang Halber Umfang

n-Eck innen n-Eck auBen

6 3,000000000 3,464101615

12 3,105828541 3,215390309

24 3,132628613 3,159659942

48 3,139350203 3,146086215

96 3,141031951 3,142714600

192 | 3,141452472 3,141873050

384| 3,141557608 3,141662747

768| 3,141583892 3,141610177
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Anhang 2

Zusammenfassung
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Uberblick
Rechtwinklige Dreiecke
Satz von Pythagoras Sinus, Kosinus, Tangens
y\ b a
[04
c c
az+b? =¢? sina=2 COSa=9 tang =2
c c b
Schiefwinklige Dreiecke
Sinussatz Kosinussatz

c

sing. _sinjg _ siny c? = a?+b?-2bccos y
a b c
Additionstheoreme

cos(a+f3) = cos

sin(a+f) = sina-cos B + cosa -sin 8

a-Cospf — sina-sin g

|

Sinus- und Kosinusreihe Kleine Winkel
a® a® o
S =ag—+——— _ . <
31 51 71 | Sha=a 2
2 4 6 (04
cosa = ]__a_ o _x cosa =~ 1—7
21 41 6!
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