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Vorwort

Dieses Buch ist eine behutsame und auf das Wesentliche
beschréinkte Einfithrung in die elementare Integralrechnung.
Das Hauptaugenmerk liegt auf der Darstellung der
anschaulichen Grundgedanken und der Erlduterung der
Rechentechniken.

Die historisch erst viel spéter erfolgten Prazisierungen, wie
Riemanns exakte Definition des Integrals, werden nicht
behandelt. Sie wiren bei einer ersten Anndherung an die
Integralrechnung eher kontraproduktiv.

Das Intergral ist die Antwort auf die Frage, wie man den
Fldacheninhalt krummlinig begrenzter Figuren berechnen
kann. Der Durchbruch bei der Flidchenberechnung wurde
durch die Erfindung der Koordinatensysteme mdoglich.
Einerseits koénnen beliebige Figuren {iberhaupt erst be-
schrieben werden, ndmlich durch Gleichungen in Koor-
dinaten, beispielsweise beschreibt y =2x—1 eine Gerade
und y=x* eine Parabel. Andererseits hat sich die
Differentialrechnung daraus entwickelt, die der Schliissel
bei der praktischen Flichenberechnung iiber Intergrale ist.
Der beriihmte Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung besagt, dass das Integral gewissermallen eine
Umkehrung der Ableitung ist.

Die Lektiire dieses Biichleins erfordert daher Grund-
kenntnisse der Koordinatensysteme (Geraden und Parabeln)
und der Differentialrechnung, insbesondere die Definition
der Ableitung und die einfachen Ableitungsregeln. Im
Anhang sind einige wichtige Ergebnisse zu diesen Themen
zusammengefasst.

Differential- und Integralrechnung sind grundlegend fiir
zahlreiche Gebiete der verschiedensten Wissenschaften.



Das vorliegende Buch ist eine iiberarbeitete und erweiterte
Version von ,,Das kleine Buch de Integralrechnung®. Um
den einfiihrenden Charakter des Haupttextes nicht zu
beeintrichtigen, sind die Erweiterungen meist in einen
Anhang gestellt worden.

Dr. A. Roux Briihl, Februar 2024
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Integralrechnung

1. Einfiihrung

Der Fliacheninhalt eines Rechtecks

Was ist der Flicheninhalt einer Figur, wie misst man ihn?
Zunéchst muss man eine Einheit fiir die Linge wiéhlen,
z. B. cm (Zentimeter). Dann kann man als Einheit fiir den
Flicheninhalt ein Quadrat mit der Kantenlinge 1 cm
wihlen:

1cm

1cm

Der Fldcheninhalt dieses Quadrates ist 1 cm? (ein Quadrat-
zentimeter).

Um den Flicheninhalt einer gegebenen Figur zu bestim-
men, muss man priifen, wie oft dieses kleine Quadrat hi-

neinpasst.

Beispielsweise passen in das Rechteck

2cm

3cm

genau 6 Quadrate, wie man aus der folgenden Skizze leicht
ablesen kann:



Einfiihrung

2cm

3cm

(2 Etagen mit jeweils 3 Quadraten: 2 mal 3 = 6.)
Daraus ergibt sich die bekannte Formel:

Fliche eines Rechtecks = Linge mal Breite

Wenn man nun (wie erstmals Frangois Viéte, 1540—1603)
Buchstaben fur alle GréBen schreibt, nimmt die Formel die
uns geldufige Gestalt an:

a

,Fliche® heifit auf Englisch und Lateinisch ,,area”. Daher
steht ein groBes ,,4“ fiir die Fldche.
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Integralrechnung

Der Flicheninhalt eines Dreiecks

Der Flicheninhalt eines Dreiecks ldsst sich auf den
Flacheninhalt eines Rechtecks zuriickfiihren. An den beiden
Teilrechtecken wird besonders deutlich, dass die Drei-
ecksfliche halb so grof} ist wie die Rechtecksflédche:

Hohe

Grundseite
Also:
Fliiche des Dreiecks = halbe Rechtecksfliche
Fldche des Dreiecks = Grundsezite- Hohe

Der Flicheninhalt eines Parallelogramms

Auch der Fliacheninhalt eines Parallelogramms lédsst sich
auf den Flicheninhalt eines Rechtecks zuriickfithren:

11



Einfiihrung

L/
~

Also:

Fliiche des Parallelogramms = Rechtecksfliche
Fliiche des Parallelogramms = Grundseite - Hohe

In Buchstaben:

12



Integralrechnung

Der Flicheninhalt eines Trapezes

Ein Trapez ist ein Viereck mit zwei parallelen Seiten:

[

Fiir das rechte Trapez zeigen die folgenden Bilder, wie man
seine Fliche berechnen kann:

Die Fliche A des Trapezes ist so grol wie die eines
Rechtecks mit gleicher Breite ¢ und dessen Linge der
Mittelwert der Léngen der beiden parallelen Trapezseiten a
und b ist:
_a+b

2

Die Trapezfliche kann auch durch Zerlegung in zwei
Dreiecke gewonnen werden:

A

13



Einfiihrung

Der Flicheninhalt eines Kreises

Der Kreis ist nicht geradlinig begrenzt und daher schwie-
riger zu berechnen. Wir betrachten zundchst den Kreis-
umfang. Dazu nehmen wir einen Kreis mit dem
Durchmesser 1 dm (= 1 Dezimeter = 10 cm), wie er zum
Beispiel als Querschnitt einer handelsiiblichen Konserven-
dose vorkommt:

Dann messen wir die Linge des Umfanges beispielsweise
mit einem Bandmal aus Papier:
Das Ergebnis ist bei Sorgfaltiger Messung ungeféhr:

3,14 dm
Der Wert wird als ,,Pi“ bezeichnet und geschrieben als

7 =3,14159...

7 ist der kleine griechische Buchstabe Pi. William Jones
(1675-1749) hat im Jahre 1706 die Bezeichnung 7 einge-
fiihrt, vermutlich weil 7 der Anfangsbuchstabe des grie-
chischen Wortes perimetros (= Umfang) ist.

14



Integralrechnung

Der Umfang eines Kreises mit einem Durchmesser von 1
Dezimeter ist also 7.

Betridgt der Kreisdurchmesser nun 2 Dezimeter statt 1
Dezimeter, so verdoppeln sich alle Léngen. Der Umfang ist
dann:

Umfang = -2 Dezimeter

Ist der Kreisdurchmesser 3 Dezimeter statt 1 Dezimeter, so
verdreifachen sich alle Léngen. Der Umfang ist jetzt:

Umfang = 7 -3 Dezimeter
Allgemein gilt also:

Umfang = 7z - Durchmesser
In Buchstaben ergibt sich die Formel:

U=7x-d

Oft ist nicht der Durchmesser, sondern der Radius des
Kreises gegeben. Der Radius ist der halbe Durchmesser.
Anders gesagt: der Durchmesser ist der doppelte Radius.
Aus

Umfang = x - Durchmesser

15



Einfiihrung

wird dann
Umfang = x -2-Radius

In Buchstaben:
U=z2r

oder in der iiblichen und kurzen Form:

U=2xr

Nun konnen wir die Fliche des Kreises berechnen. Dazu
zerlegen wir den Kreis in ,,Dreiecke (fast Dreiecke):

Radius

Umfang

Die Kreisfldche ist daher die halbe Rechtecksfliache:

16



Integralrechnung

Umfang - Radius
2
(2- n- Radius)- Radius
2

Kreisfldche

Kreisfldche

Die Zwei kann man kiirzen:
Kreisfliche = n - Radius - Radius

Daraus ergibt sich die bekannte Formel fiir die Berechnung
der Kreisflache:

A=nrxr

Der Flicheninhalt eines Parabelsegments

Als letztes Beispiel erwdhnen wir noch die Parabel.
Archimedes (287-212 v. Chr.) war der erste, der die Fldche
eines Parabelsegments berechnen konnte. Sein Ergebnis
lautet:

Fliche des Parabelsegments = g der Dreiecksfliche

17



Einfiihrung

Die Arbeit von Archimedes iiber die Parabel ist kompliziert
und umfangreich, sie umfasst iiber 20 Seiten in den gesam-
melten Werken des Archimedes.

Der Flicheninhalt beliebiger Figuren

Wir betrachten nun ziemlich beliebige, krummlinig be-
grenzte Figuren:

Die Begrenzungskurve kann jetzt nicht durch klassische
geometrische Konstruktionen gewonnen werden. Erst die
Erfindung der Koordinatensysteme (Nicole d’Oresme, etwa
1323-1382, René Descartes, 15961650, und Pierre de Fer-
mat, 1601-1665) hat beliebige Kurven zugéinglich gemacht:
Zu jeder Kurve gehort eine Gleichung, die oft auch als
~Funktionsgleichung* bezeichnet wird:

Allgemein

Kurve Gleichung

y y=f(x)
Hierbei steht f(x) fur
einen Ausdruck in X.

(Euler, 1707-1783)

> X

18



Integralrechnung

Beispiele
Name der Kurve Kurve Gleichung
Y
Gerade y=2x+1
x
Y
Parabel \ / y= x2
> x
kubische Y
/ R y=x-x
Parabel / x
y 3
Hyperbel L > x y :%

Wir wenden uns nun wieder obiger Figur zu. Sie kann in
vier Teile zerlegt werden. Jeder dieser Teile kann bei Wahl
eines geeigneten Koordinatensystems durch eine Funk-
tionsgleichung beschrieben werden.

19



Einfiihrung

Die Teile im Koordinatensystem sind:

B Y4

S
> X
m
D
> X
Damit ist unser Problem auf die Berechnung von Flédchen
der folgenden Art zuriickgefiihrt:

Die Fliche hat links, rechts und unten gerade Begrenzungs-
linien. Nur oben ist die Begrenzung krumm und wird durch
eine Funktionsgleichung beschrieben.

> X

20



Integralrechnung

Nachdem die Beschreibung der Figur gelungen ist, kann
man nun die Berechnung des Flidcheninhalts in Angriff
nehmen. Dazu wird die Figur durch viele diinne Rechtecke
ausgeschopft. Die Summe der Rechtecksflichen ist dann
praktisch der gesuchte Flédcheninhalt:

? y=f@)

Historische Anmerkungen

Der Ansatz der Ausschopfung einer Fliche durch Recht-
ecke oder Dreiecke ist nicht neu und findet sich bereits bei
Archimedes (287-212 v. Chr.) und auch bei Eudoxos (408—
355 v. Chr.) und seinen Vorldufern.

Mit der Erfindung der Koordinatensysteme durch Oresme
stand eine rechnerische Beschreibung von beliebigen Kur-
ven zur Verfiigung — und umgekehrt eine Veranschauli-
chung von rechnerischen Beziehungen.

Bischof von Lisieux.
Errungenschaften: Begriinder der
Nationalokonomie, die Gesetze des
freien Falls, Wurzeln als Potenzen
mit Briichen als Hochzahl, Koordi-
natensysteme

Nicole Oresme
1320-1382

21



Einfiihrung

Als Descartes und Fermat nochmals (unabhéngig vonein-
ander) die Koordinatensysteme erfanden, stand ihnen die
vietasche Buchstabenrechnung zur Verfiigung. Die Koordi-
natensysteme konnten ihre volle Kraft entfalten. Beliebige
Kurven sind nun zugénglich, zu jeder Kurve gehort eine
Gleichung.

K =
< MR

René Descartes

1596-1650 Pierre de Fermat
1601-1665
Jurist und Soldat. Jurist am Parlament von Toulouse.

Errungenschafien: Koordinatensysteme, | Errungenschafien: Koordinatensysteme,

Begriindung des Rationalismus (Philoso- | Differentialrechnung, Wahrscheinlich-
phie). keitsrechnung (mit Pascal), Zahlentheo-
rie, fermatsches Prinzip der Lichtaus-
breitung: Das Licht nimmt den Weg, auf
dem es am wenigsten Zeit bendtigt.

So hat Fermat in seiner Abhandlung ,,Methoden zur
Bestimmung von Maxima und Minima und Tangenten an
gekriimmten Kurven“ die Grundbegriffe der Differential-
rechnung entwickelt. Ferner hat er Flidchen, die von
hoheren Parabeln und Hyperbeln berandet werden,
berechnet.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
wurde erstmals von Gregory formuliert und bewiesen.
Newton und Leibniz haben die Differential- und Integral-
rechnung systematisch ausgebaut. Die heute gebrauchlichen
Bezeichnungen der Differential- und Integralrechnung ge-

22



Integralrechnung

hen auf Leibniz zuriick, der besonderen Wert auf klare und
praktische mathematische Symbole legte.

James Gregory
1638-1675

Isaac Newton
1643-1727

Gottfried Wilhelm Leibniz
1646-1716

Die erste prizise formale Definition des Integrals stammt
von Riemann. Man spricht daher auch vom ,,Riemannschen
Integral“. Lebesgue hat schliefSlich den Integralbegriff zum
modernen ,,Lebesgue- Integral“ verallgemeinert.

Bernhard Riemann
1826-1866

Henri Lebesgue
1875-1941

23




Das Integral
2. Das Integral

2.1 Das Integralzeichen

Das Integralzeichen stammt von Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). Joseph Fourier (1768-1830) hat das Symbol
noch um die Integrationsgrenzen erginzt. Der Name
LHintegral“ wurde von Johann Bernoulli (1667-1748) im
brieflichen Einvernehmen mit Leibniz eingefiihrt.

Das Integralzeichen steht fiir die schraffierte Flache:

4 y=f&)

b
j f(x)dx = Flache

In diesem Zeichen Stecken die folgenden drei konkreten
Informationen:

rechte (grofle) Begrenzung

des Flichenstiickes \

b
[ fx)ax
a
linke (kleine) Begrenzung / I
des Flichenstiickes
gibt die Kurve an:
y=f®

24



Integralrechnung

Die anderen Bestandteile des Integralzeichens beziehen
sich auf die Berechnung des Integrals durch die Addition
vieler ,,schmaler Rechtecksflichen. Die Grundseite dieser
Rechtecke ist dx und die Héhe f(x).

Y y=f(x)

| a dx b

b
j f(x)dx = Summe aller Rechtecksflichen f(x)dx

Das Zeichen I ist ein stilisiertes, lang gezogenes grofies
lateinisches ,,S* und steht fiir ,,Summe®. Die Grundseite dx
kann man sich als Differenz zweier benachbarter Werte auf
der x-Achse vorstellen. Das ,d“ in dx steht also fiir
,.Differenz*.

2.2 Beispiele

Wir betrachten nun fiinf Beispiele. Der Leser kann sich mit
ihnen an das Integral gewOhnen. Die Beispiele vermitteln
aber auch wichtige Einsichten auf dem Weg zum Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung.

Beispiel 1
5
Berechne I 3dx.
0

25



Das Integral

Lésung
Das Intergral ist nichts weiter als die Fliche eines Recht-

ecks mit der Grundseite 5 und der Hohe 3.

yA
3 3 y=3
Ide = Fliche
0 > x
0 5
= 53
= 15

5
Also: Ide =15
0

Beispiel 2
Berechne I 3dx.
0

Lésung
Das Intergral ist nichts weiter als die Fliche eines Recht-

ecks mit der Grundseite a und der Hohe 3.

yA
4 3 y=3
Ide = Fliche
0 > x
0 a
= aq-3
= 3a

26
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Also: Ide =3a
0

Beispiel 3
b
Berechne I 3dx.

Lésung
Das Intergral entspricht der folgenden Fléche:

y b

a b

Der Flicheninhalt dieses Rechtecks mit der Grundseite
b—a und der Hohe 3 ist 3(b—a)=3b—-3a. Also:

ide=3b—3a.

Das Integral kann man auch als Differenz zweier Integrale
der in Beispiel 2 betrachteten Art auffassen:

Y1 J A

a b a b

Das fiihrt zu folgendem Rechenweg:

jZde = j:3dx—]l-3dx = 3b-3a
g 0 0

27



Das Integral

Beispiel 4

a
Berechne I xdx.
0

Lésung

Das Intergral ist die Flidche eines Dreiecks mit der Grund-

seite a und der Hohe ebenfalls a.
y
a

y=x

xdx = Fliche

O ey &

Beispiel 5
b

Berechne I xdx.

a
Lésung
Das Intergral entspricht im vorliegenden Fall dem Flachen-
inhalt eines Trapezes. Wir werden nicht die Formel fiir die
Fldche eines Trapezes bemiihen. Stattdessen fassen wir die
Fldche als Differenz von Dreiecksflichen auf und greifen
auf Beispiel 4 zuriick:

28
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S

Das Integral kann man als Differenz zweier Integrale auf-
fassen:

y

y=x y=x
b b
a _ a
X X
0 a b 0 a b
Das fiihrt zu folgender Rechnung:
b b a 2 2
dex = dex—fxdx = b__a_
a 0 0 2 2
b 2 3
Also: dex = b__a_
2 2

a

29



Der Hauptsatz

3. Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

3.1 Die Grundstruktur

Wir betrachten die Beispiele 3 und 5 aus dem vorangehen-
den Kapitel:

b 2 2
frax = b _a
2 2

Auf der rechten Seite steht jeweils eine Differenz
gleichartiger Ausdriicke:

3b - 3a
b2 a?
2 2
Hier kommt 5 vor. Hierist 5 durch a ersetzt.

Allgemein formuliert ist die Struktur folgende:

b
[fxax = F@)-F(a)

30



Integralrechnung

Es bleibt die Frage, welche Gestalt F hat und wie man es
berechnen kann.

3.2 Dem Geheimnis von F auf der Spur
Wir betrachten den Fall, dass b nahe bei a liegt:
a=b
b
Die Fldche I f(x)dx ist dann sehr schmal und auch oben

praktisch geradlinig begrenzt, also ein Trapez:

¥ y=f®

| ab >
Daher ist:
b
j f(x)dx = (Mittelwert der Hohen) - Grundseite
b
If(x)dx - w.(b_a)
Und wegen
b
[f@dx = FO)-F(a)
erhilt man ’

31



Der Hauptsatz

F(b)-F(a) = M- (b-a).

Teilt man durch (b—a), so ergibt sich:

F®)-F(a) _ f(a)+ /()
b—a 2 '

Wenn nun b sehr nahe bei a liegt (b—a), steht links die
Ableitung von F an der Stelle a, und man kann rechts
f(b) durch f(a) ersetzen:

F@ - L@@
Und damit

F(a)=f(a)

F ist also dadurch gekennzeichnet, dass seine Ableitung der
Integrand f ist. Dieses Ergebnis ist als Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung bekannt. Der Satz ist
der Schliissel zur Berechnung von Integralen:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
[rmax = F@)-F(a)

Hierbei gilt:
F'(x)= f(x)
(F heilt Stammfunktion von f.)

32



Integralrechnung

Der Ausdruck ,,Stammfunktion® ist angesichts der Bezeich-
nung ,,Ableitung® einleuchtend:

Stammfunktion F

ableiten abstammen

Funktion f

Die Berechnung eines Integrals besteht vor allem im Auf-
finden einer Stammfunktion. Daher wird das Integrieren oft
auch als Umkehrung des Differenzierens (Ableitens) be-
zeichnet.

3.3 Beispicle

Beispiel 1
5
Berechne I 3dx.
0

Losung
1. Stammfunktion finden

(7)=3

(3x) =3
Also ist

F(x)=3x

eine Stammfunktion von f(x)=3.

33



Der Hauptsatz

2. Integral berechnen

i3dx = F(5)-F(0)

=3.5-30
=15-0
=15
Also:
5
j 3dx = 15.
0
Beispiel 2
3
Berechne I xdx.
1
Losung
1. Stammfunktion finden
(2)=x
Wir wissen:
(x2) =2

Damit beim Ableiten nicht 2x, sondern x herauskommt,
teilen wir x2 durch 2. Dann ist:

2\ !
£ <) o e

34
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Dabher ist

F(x) = %

eine Stammfunktion von f(x) = x.

2. Integral berechnen

pﬁ=F@fnn

32 12
T2 2
_9. 1
2 2
2
Also:
3
.[ xdx =4.
1
Beispiel 3
1
Berechne I x2dx.
0
Losung
1. Stammfunktion finden
(2)=x

35
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Wir wissen:
(x*) =3x2

Damit beim Ableiten nicht 3x2, sondern x? herauskommt,
teilen wir x3 durch 3. Dann ist:

3\/ 4
| = (lxs) - l(xs)' 102
3 3 3 3

Dabher ist

F(x) = ?

eine Stammfunktion von f(x) = x2.

2. Integral berechnen

jxdx F()- F(0)

Also:

36



Integralrechnung

Beispiel 4
3

Berechne I(—xz +4x—3)dx.
1

Losung

1. Stammfunktion finden

(?2)Y=-x2+4x-3

Man kann jeden Summanden einzeln betrachten und dann
jeweils wie in den vorangehenden Beispielen vorgehen
(konstante Faktoren bleiben dabei erhalten):

!
(—? + 4= - 3x) = —x2 + 4x — 3.
Daher ist
3
F(x) = e + 2x2 - 3x
eine Stammfunktion von f(x)= —x2 + 4x — 3.

2. Integral berechnen

j(—x2 +4x-3)dx = F(3)-F(1)

1

3 13
——+2-32—3-3—(——+2-12—3-1)
3 3

—9+18—9—(—%+2—3)

37



Der Hauptsatz

Also:

3 4
fx2+ax-3)dx = —.
! 3

Bemerkung

Die Fldchenberechnung bei Parabeln in den letzten zwei
Beispielen 3 und 4 hat bei uns jeweils etwa eine Seite
erfordert. Die ,,Quadratur der Parabel“ des Archimedes
umfasst mehr als zwanzig Seiten.

Die nachfolgenden Beispiele sind fiir uns nicht wesentlich
schwieriger, obwohl sie sicherlich jenseits der Reichweite
der Methoden des Archimedes liegen.

Beispiel 5
1

Berechne I (x—x3)dx.
0

Losung
1. Stammfunktion finden

(?2)Y=x-x

X2 x 4
(Tﬂ

Dabher ist
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Integralrechnung

eine Stammfunktion von f(x) = x— x3.

2. Integral berechnen

j(x—x3)dx = F(1)-F(0)

0

1 1
=————(0-0
L-1-0-0)
_1
4
Also:
1
f—x)de =
0
Beispiel 6
Berechne I sin xdx .
0
y
y=sinx

39
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Losung
1. Stammfunktion finden

(?) =sinx

Wir wissen: (cosx) =-—sin x. Damit wir beim Ableiten
sin x (statt —sin x ) bekommen, nehmen wir — cos x:

(—cosx) = sinx
Daher ist
F(x) = —cosx

eine Stammfunktion von f(x)= sin x.

2. Integral berechnen

][‘sinxdx = F(r)-F(0)

0

—cos — (—cos(0))

=-(=D-¢D)
=1+1
=2
Also:
fsinxdx = 2.
0
Bemerkung

Das Ergebnis ist iiberraschend glatt, wenn man bedenkt,

dass w=3,14,159 ... ,krumm* ist und der Sinus etwas
Kompliziertes.
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Integralrechnung

Es folgt nun ein Beispiel, bei dem die Kurve unterhalb der
x-Achse verlduft. Die y-Werte f(x) sind also negativ. So
leuchtet es ein, dass dann die Produkte f(x)dx negativ

sind, ebenso ihre Summe. Das Integral ergibt in diesem Fall
die negative Fliche zwischen Kurve und x-Achse.

Beispiel 7
1
Berechne j (—x)dx.
0

Losung

1. Stammfunktion finden

(?7)=-x
%Y
(_7) -
Dabher ist
72
F e M
(%) 5

eine Stammfunktion von f(x)= —x.

a1



Der Hauptsatz

2. Integral berechnen

j(—x)dx = F()-F(0)

12 0?
-£(9)

= —l+0
2
-1
2
Also:
1 1
fexyar = -
0 2

Dies ist wie erwartet der negative Flidcheninhalt des
schraffierten Dreiecks.
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Aufgaben

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale elementargeome-
trisch und mit Hilfe des Hauptsatzes:

3 4 a
a) j(3x+2)dx b) j(zx-1)dx c) j(3x+2)dx
0 1 0

2. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des
Hauptsatzes:

a) i(l+x)dx b) ji(1+x)dx c) .(fxdx
0 0 -1
1 1 2

d) jxdx e) J'dex f) J'x3dx
-1 -1 -2

1 2z 72
g) [(*+4x2+1)dx h) [sinxdx i) [cosxdx
0 0 -zl2

1 4 2
i) [erdx 1 1
) !e k)Glxzdx 1)512_J;dx
m) .5[(2x—1)dx n) j,.(8x+5)dx
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4. Anwendung: Drehkérper

Einige interessante Korper wie Kegel, Fisser und Kugeln
sind Drehkorper, sie entstehen aus der Drehung einer Kurve
um eine Achse.

Ein Kegel entsteht durch die Drehung einer geraden Strecke
um 360°:

4}/\

Ein Fass entsteht durch die Drehung eines Parabelstiickes

um 360°:
A

Eine Kugel entsteht durch die Drehung einer Halbkreislinie
um 360°:

@ AR

Das Volumen der Drehkorper kann mit Hilfe unserer
Integrale berechnet werden. Die Grundidee ist die
Zerlegung des Korpers in viele flache Zylinder.
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Wir betrachten eine allgemeine Kurve, die um die x-Achse
gedreht wird:

y=f®

Wir zerlegen den Korper nun in viele flache Zylinder und
betrachten den Zylinder an der Stelle x:

y=f®

. }f(x) g

ﬁ;\/:b
av
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Anwendung: Drehkérper

Das (kleine) Volumen dV dieses Zylinders
r=fx

ist nun:
dV = Grundfliche- Hohe

av =z-r?-dx

v =z (f(x))*-dx
Das gesamte Volumen des Drehkorpers ist die Summe der
Volumina dV aller flachen Zylinder:

V = Summe aller dV
V = Summe aller 7z- (f(x))?- dx

V= [2(f(x)y ds

Wir fassen zusammen:

y=fr

b
Volumen des Drehkdrpers: ¥V = j 7(f(x))>dx
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Integralrechnung

Als Beispiele berechnen wir nun das Volumen von Kegel,
Fass und Kugel.

Beispiel 1: Kegel
Gegeben: Kegel mit der Hohe 2 =6 cm und dem Radius

r=2cm.

Gesucht: Volumen V.
Losung:
1. Der Kegel als Drehkérper

Wir legen den Kegel so in das Koordinatensystem:

F 3

Die zu drehende Gerade ist dann:

yl
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Anwendung: Drehkérper

Die allgemeine Form der Geradengleichung lautet:
y=mx+n

Die Gerade geht durch den Ursprung (0; 0) und den Punkt

(6; 2). Es liegt ein Zwei-Punkte-Problem vor.

Da die Gerade durch den Ursprung geht, ist fiir x=0 also
auch y=0. Dies in die Geradengleichung eingesetzt ergibt:

y =mx+n
0=m0+n
0=0+n
n=20

Also vereinfacht sich die Geradengleichung zu:
y =mx

Die Gerade geht durch den Punkt mit den Koordinaten
x=6 und y=2. Dies in die Geradengleichung eingesetzt

ergibt:
y = mx

2=m6
m=2=1=0,333..

Die Geradengleichung ist also konkret:

X

W=

y =
Die Gerade ist im Bereich zwischen x=0 und x=6 zu

betrachten, um beim Drehen den gewiinschten Kegel zu
bekommen.
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2. Das Volumen des Kegels als Integral
Mit

fx) = 3x,

a=0 und b=6

erhalten wir aus

V= [m(f(x)ydx
konkret ’

V= 7[(% x)%dx

v x2dx

[EY TN} SN

ofN

3. Berechnung des Integrals

Stammfunktion:
(7)=%x
72 4,
93 ) 9"
Dabher ist
V1
F(x) = —x3
(x) >

eine Stammfunktion von g(x)= %xz .
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Anwendung: Drehkérper

Integral:
6
[z x2dx = F(6)- F(0)
0

T s
27 27

=.% g
27

= 25,1327412...

Da unsere Lingeneinheit cm ist, ist unsere Volumeneinheit
cm3, Der Kegel hat also ein Volumen von:

V = 25,1327 cm3.

Beispiel 2: Fass

Gegeben: Fass mit kleinem Radius »=20 cm, groflem
Radius R =25 cm und der Héhe A =60 cm.

Gesucht: Volumen V.

Losung:
1. Das Fass als Drehkérper

Wir legen das Fass wie folgt in das Koordinatensystem:
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Wir benutzen einen Ansatz von Johannes Kepler (1571-
1630), der besagt, dass ein Fass aus der Drehung einer
Parabel hervor geht. Fiir nicht stark gekriimmte Fésser ist
das eine sehr gute Néherung.

yu

25

20

> X

=30 30

Der Scheitelpunkt der Parabel liegt auf der y-Achse, und
zwar bei y = 25. Die Parabelgleichung hat also die Gestalt:

y =cx?+25
Es istnun ¢ zu berechnen.
Die Parabel geht durch den Punkt mit den Koordinaten

x=30 und y=20. Dies in die Parabelgleichung eingesetzt
und nach ¢ aufgelGst, ergibt:
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Anwendung: Drehkérper

y=cx?2+25
20 = ¢-30%+25
20 = 900c + 25
-5 = 900c

¢ = -5 = —185 = —0,00555...
Die konkrete Parabelgleichung lautet also:
y=- ﬁ x2+25

Die Parabel ist im Bereich zwischen —30 und 30 zu be-
trachten, um beim Drehen das gewiinschte Fass zu liefern.

2. Das Volumen des Fasses als Integral

Wir setzen
f(x) = —qh5 x> +25,
a=-30, b=30
in
b
V= [z(fG)ya

ein und quadrieren die Klammer:

30
V= Iﬂ-(—ﬁx2+25)2dx

-30

30
V= Iﬂ-(mx4—%x2+625)dx
=30
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3. Berechnung des Integrals
Stammfunktion:
Durch Ableiten bestitigt man, dass
F(x) == (mﬂ —5%x3 +625x)
eine Stammfunktion ist von

g(x) = 7+ (g5hgs x4 — S5 %2 +625) .
Integral:

30
V = jﬁ-(mx4—%x2+625)dx
-30

F(30)— F(-30)
= 7 1eato09 30° — 35 30° + 625- 30)
— 7+ (13000 (—30)° — 55 (-30)° + 625(-30))

Mit z=3,14159 gerechnet, bekommt man:
V = 103 044

Da unsere Lingeneinheit cm ist, ist unsere Volumeneinheit
cm?. Das Fass hat also ein Volumen von etwa:

103 044 cm® = 103,044 Liter.

Als letztes Beispiel eines Drehkorpers betrachten wir die
Kugel. Wir nehmen eine allgemeine Kugel mit einem belie-
bigen Radius.
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Anwendung: Drehkérper

Beispiel 3: Kugel
Gegeben: Kugel mit Radius 7.
Gesucht: Volumen V.

N

1. Die Kugel als Drehkérper

Losung:

Wir legen den Mittelpunkt der Kugel in den Ursprung des
Koordinatensystems. Die zu drehende Kurve ist dann der
obere Halbkreis, dessen Mittelpunkt im Koordinatenur-
sprung liegt:

yn

—r r

Die Punkte (x;y), die auf der Kreislinie liegen, haben alle
den Abstand » vom Koordinatenursprung. In der Skizze
treten die Koordinaten x und y als Katheten und der Ra-
dius ~ als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks auf.
Der Satz des Pythagoras liefert dann:

x24+y? = 2
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—r X r

Wir 16sen die Gleichung x2+y? = r? nach y auf und er-

halten:
y = +/r2—x2

Auf dem oberen Halbkreis sind die y-Werte stets > 0, die
negative Wurzel scheidet aus und es bleibt:

Die Halbkreislinie befindet sich im x-Bereich zwischen —
und 7.

2. Das Volumen der Kugel als Integral

Wir setzen
f) = Jr2-x2,
a=-r, b=r
in

b
V= [a(f@)ydr
ein und quadrieren die Klammer:

55



Anwendung: Drehkérper

3. Berechnung des Integrals
Stammfunktion:

Durch Ableiten bestitigt man, dass
F(x)=nx- (r2x—x?3)
eine Stammfunktion ist von
gx) = m-(r*—x?).
Integral:

V= Iﬂ-(rz—xz)dx

F(r)-F(-r)

ﬂ-(r2r—2—3j - 7[-(7‘2(—7‘)—%)
(¢5)-of5
T|\rP—-—|-7|-r+—
3 3

29 21 4 3
=g —+n—=—7F

3 3 3

Also ist das Volumen der Kugel: ¥V = gﬂ'- r3
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Aufgaben

1. Berechnen Sie das Volumen des folgenden Kegels:

r=3cm

2. Berechnen Sie das Volumen des folgenden Fasses:

r=2,4dm
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Anwendung: Drehkérper

3. Berechnen Sie das Volumen des skizzierten Kugelab-
schnittes (schattiert dargestellt):

r=50cm

4. Berechnen Sie das Volumen eines allgemeinen Kegels
der Héhe 4 und mit Radius 7.

5. Berechnen Sie das Volumen eines allgemeinen Fasses
der Hohe 4 und mit Radien R und r.
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S. Integrationsregeln und -techniken

Mit Hilfe des Hauptsatzes haben wir viele Integrale
berechnet. In den betrachteten Fillen war eine Stammfunk-
tion relativ einfach zu finden. Bei komplizierten Kurven
versucht man, die Integrale auf einfache Integrale zuriickzu-
filhren (gemdB dem klassischen Motto ,,Teile und herr-
sche!*). Dazu benétigt man die Integrationsregeln. Dies ist
die immer wiederkehrende Strategie, die auch den Ablei-
tungsregeln zugrunde liegt.

Wir betrachten folgende Regeln:

1. Elementare Integrationsregeln

* Regel iiber die Integrationsgrenzen
*  Summenregel
* Faktorregel

2. Partielle Integration
3. Substitutionsregel

Diese Integrationsregeln betreffen die drei Aspekte:

= Integrationsgrenzen

* Grundrechenarten

« Ersetzung eines Ausdrucks durch einen
Buchstaben (eine neue Variable)
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Integrationstechniken und -regeln
5.1 Elementare Integrationsregeln

Wir betrachten eine Regel iiber Integrationsgrenzen, die
Summenregel und die Faktorregel. Die Regeln werden
formuliert, anschlieBend erldutert und in Beispielen
angewendet.

(1) Regel iiber Integrationsgrenzen

b c c
[r@ar + [fxadx = [f@)dx
a b a

‘abc

(2) Die Summenregel
b b b
[Ur@+eg@lds = [fds + [gx)ds

(3) Die Faktorregel
b

b
jcf(x)dx = cjf(x)dx

a

Erlduterung zur Regel (1)

Die Gleichheit kann direkt aus der Skizze abgelesen
werden. Eine analoge Situation findet man bei einer Reise
mit Zwischenstopp:
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Integralrechnung

Reise von Berlin nach Paris + Reise von Paris nach Madrid =
Reise von Berlin nach Madrid.

Erlduterung zur Regel (2)

Mochte man alle Zahlen, die in zwei Spalten stehen,
addieren, so kann man zeilenweise oder spaltenweise
addieren. Dies ist der Grundgedanke der folgenden
Begriindung zur Summenregel.

]{[ f(x)+ g(x)]dx = Summe aller [ f(x)+ g(x)]dx

= Summe aller f(x)dx + g(x)dx

= Summe aller /' (x) dx+
Summe aller g(x)dx

- [f@de+ [gan

Erlduterung zur Regel (3)

Die Faktorregel entspricht dem iiblichen Ausklammern:

j‘cf(x)dx = Summe aller c- f(x)dx

a

= ¢- Summe aller f(x)dx

cj,‘f(x)dx

Zu jeder der drei dargelegten Regeln folgt nun ein Beispiel.
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Beispiel 1 (Integrationsgrenzen)

2
j(x—l)dx
0

Losungsweg 1:
F(x)=0,5x2? — x ist eine Stammfunktion von x—1.
Also:
2
fa-Dax = FQ)-F(0) = 05:22-2-0 = 0.
0

Das Integral ist iiberraschenderweise Null:

2
fa-naxr =0
0

Losungsweg 2:

y=x-1

> X

Im Bereich 0 bis 1 verlduft die Gerade unterhalb der
x-Achse, und im Bereich von 1 bis 2 oberhalb. Daher ergibt
sich beim Integral eine negative und eine positive Fldche,
die sich im vorliegenden Fall sogar aufheben und Null
ergeben.

F(x)=0,5x? — x ist eine Stammfunktion von x—1. Daher:
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j.(x—l)dx = j(x—l)dx + j.(x—l)dx
0 0 1

= F)-F©0) + F(2)-F()
=051-1-0 + 0,5-4-4-(0,5-1-1)
=-05 + 05

=0

Beispiel 2 (Summenregel)

1
I(xz +x)dx
0

Losung:
Nach der Summenregel ist:

j(x2+x)dx = szdx + jxdx.
0 0 0

3

F(x) = % ist eine Stammfunktion von x2,
x2 . . .

G(x) = > ist eine Stammfunktion von x.

Daher:

1B 0] {12 02 ]
2 2|J

1
El;(x2+x)dx = [3_?5 +
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Integrationstechniken und -regeln

1
+_
2

AW W=

Also
: 5
I(xz +x)dx = s

0

Schreibweise:

Beim vorigen Beispiel wurde das Integral auf zwei Integrale
zuriickgefiihrt. Bei ihrer Berechnung sind zwei Stamm-
funktionen zu betrachten. Um Stammfunktionen direkt
(ohne Buchstaben wie F und G) hinschreiben zu kénnen,
hat sich folgende Schreibweise bewéhrt und weitgehend
durchgesetzt:

1 2'|1 2 02
X

dx = |—| = ———
.([x |:2|J0 2 2

Die Stammfunktion steht hier ausdriicklich da, ohne einen
Namen (wie den Buchstaben F) fiir sie einzufiihren.

Allgemein:

[f@ax = [F)], = F(b)-F(a)
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Beispiel 3 (Faktorregel)

1
Iszdx
0
Losung:
1 1
Iszdx = S-Ixzdx
0 0
3 1
= 5["_'—'
31,
3 3
_ 5.(1__0_j
3 3
_s.1
3
_3
3
Also
1
ISdex = £l
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5.2 Partielle Integration

Die partielle Integration ist eine Formel, die auf der
Produktregel der Differentialrechnung beruht. Der Name
partielle” ( = ,teilweise*) Integration riihrt daher, dass von
einem Produkt zundchst nur ein Faktor integriert (eine
Stammfunktion gebildet) wird.

Wir leiten zunédchst die Formel fiir die partielle Integration
her und betrachten dann drei typische Beispiele. Diese
Beispiele decken so gut wie alle Félle ab, die in der Praxis
vorkommen.

Herleitung der partiellen Integration

Die Produktregel besagt, dass man ein Produkt ableitet,
indem man jeweils einen Faktor ableitet und die Produkte
addiert:

(f(x)- g(x) = f'(%)-g(x) + f(x)- g'(x)

Bilde nun das Integral auf beiden Seiten:

b b b

[ gy dx = [£() gxax + [ () g'(x)dx
Nach dem Hauptsatz ist das links stehende Integral:

[(f ) gy ax = [ f(x)-g@)].
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da f(x)- g(x) eine Stammfunktion von (f(x)- g(x)) ist.

Man erhilt also:
» b b
[7@)-g@)], = [£(x)-g(x)dx + [ () g'(x)dx
Nach dem ersten Integral aufgelost, ergibt sich:

Partielle Integration

[ 1) gx)dx = [f(x)- g®], - [ f(3)- &' ()

Erliuterung zur partiellen Integration

Bei der partiellen Integration wird das Integral eines Pro-
duktes von zwei Faktoren betrachtet.

[ () g@de = [ f(x) g®)], - [ f()- &' (x)ax
a—y—’ —— a ——
N~ A
Stammfunktion ableiten
bilden

Zunichst wird zu einem der Faktoren eine Stammfunktion
gesucht. (Der Faktor wird ,,integriert“. Daher kommt die
Bezeichnung ,,partielle Integration“.) Das neue Produkt
wird an den Stellen ¢ und b berechnet, und die Differenz
gebildet.
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In einem zweiten Schritt wird beim neuen Produkt der
andere (unverindert gebliebene) Faktor abgeleitet. Von
diesem Produkt wird das Integral genommen.

Beispiel 1 (Faktor loswerden durch Ableiten)

1

I x-e*dx

0

Losung:

Wenn man den Faktor x ableitet, vereinfacht er sich zu 1.
Daher empfiehlt es sich, den zweiten Faktor zu integrieren.
Eine Stammfunktion fiir ¢ ist ¢* selber. Also:

1 1
Ix-e"dx = [x-e"]:) - I(x)'-e"dx
0 0

=[x e"]0 - Il-e"dx
0
1
=lel=0-e" - Ie"dx
0
= e - [e],
= e — (el —eY)
=e—(e-1)=1

Somit:

x-e*dx =1

[ P——
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Beispiel 2 (Produkt erzeugen durch den Faktor 1)

2
Ilnxdx
1

Losung:
(Vorbemerkungen: Auf den ersten Blick scheint die

partielle Integration hier nicht anwendbar, denn im Integral
taucht kein Produkt auf. Man kann aber

hx =1-lnx
schreiben, und dann steht doch ein Produkt da.)

2 2
jmxdx = jl-lnxdx
1 1

[x-Inx]] - ix-(lnx)'dx

1

21
=2.In2 — Ix-—dx
1 b
2
= In2? — Ildx
1
2
=In4 - [x]1
= 4 - (2-1)
=4 -1
~ 0,38629

2
Also: j Inxdx ~ 0,38629
1
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Beispiel 3 (Eine Gleichung fiir das Integral bekommen)
V4

I sin2x dx
0

Losung:

kA kA
Isinzxdx = Isinx- sin xdx
0 0

= [(-cosx)-sinx], - ]i(—cosx)-(sinx)'dx

T
[—cosx-sinx]: + Icosx-cosxdx
0

0+ Icoszxdx
0

= I cosZxdx
0
Also

T T
Ismzxdx = Icoszxdx.
0 0

Dieses Ergebnis ist zunéchst sehr enttduschend, denn
VA
j cos’xdx
0

ist grundsétzlich nicht einfacher als das urspriingliche Inte-
gral. Wir 16sen die Beziehung
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sin?x + cos?x = 1,

cosa sing

1

die nichts anderes ist als der Satz von Pythagoras in trigo-
nometrischem Gewande, nach cos?x auf

cos?x = 1—sin?x

Wir setzen das Ergebnis ein:
7 7
I sin2xdx = I cos’xdx
0 0

Tsinzxdx = T(l—sinzx)dx
0 0

2

sin?xdx = ﬂldx — |sin2xdx
J J
0 0

S ey N

Das gesuchte Integral kann nun als Unbekannte in dieser
Gleichung aufgefasst werden. Wir 16sen nach dem Integral
auf:

Tsinzxdx = Tldx - Tsinzxdx
0 0 0

2-Tsin2xdx = Tldx
0 0
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sin’xdx =

|
-
t—y
[um—
&

Oy
|
N =
—
<
=
(I
o N

Il
N[~
—

3
|
=}
=

Also:

j sinxdx = % ~ 1,57080
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5.3 Substitutionsregel

Substitutionen zur Vereinfachung

In der Mathematik kommen ,,Substitutionen” ( Ersetzung-
en) Ofter vor. Beispielsweise kann der unangenehm kompli-
ziert aussehende Ausdruck

2x+1)e? sin(2x +1)
durch die Abkiirzung (Ersetzung, Substitution):
z=2x+1
vereinfacht werden zu:

ze?sin z.

Substitutionen bei Integralen

Wir méchten nun bei einem Integral
b
Jf@ax

eine Substitution x = g(¢) durchfiihren. Das hat Auswir-
kungen auf:

e den Integranden f(x),

o die kleine Differenz dx,
o die Integrationsgrenzen a, b.
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Der Integrand

Wir ersetzen:  f(x) — f(g(®))

Die kleine Differenz

Nach Definition der Ableitung ( = Steigung der Tangente =
Steigung der Sekante = Differenzenquotient) ist:

dx ,
- = 3
8 ®
Also
dx = g'(t)dt

Wir ersetzen: dx — g'(t)dt

Die Integrationsgrenzen

Die Variable x lduft von a bis b. Wir wihlen ¢, und ¢,
so, dass

a = g(t,)
b= g)

Dann lduft ¢ im Bereich von ¢, bis z, . Wir ersetzen also:

a > 1,
b > ¢

Alle Ersetzungen vorgenommen, ergibt sich die Substitu-
tionsregel fiir Integrale:
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Substitutionsregel

b t,
[f@ax = | 1) g®ax

a

Fiir die praktische Anwendung braucht man diese Formel
nicht auswendig zu wissen. Mann betrachtet, wie oben vor-
gefiihrt, den Integranden, das dx und die Integrationsgren-
zen getrennt und setzt ein.

Es gibt grundsétzlich zwei Arten, die Substitution anzuwen-
den:

b %
A [r@ax = [ 1) g@®at
a t,
— - ~ )
gegebenes Stellt sich als
Integral einfacheres Integral
heraus
5, b
B [fe@)-g®adt = [fex)ax
t, a
A ~— iy \ J
Gegebenes Integral, einfacheres
Integrand ist ein Integral
Produft der Gestalt:

(Ausdrucking) - g'

Diese Anwendungen werden nun in mehreren Beispielen
vorgefiihrt.
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Beispiel 1 (Typ A)

Losung:
Vorbemerkungen:
Aus der bereits erwihnten Beziehung sin?s + cos?t = 1

folgt cost = *./1-sin?¢. Der Kosinus ist im betrachten
Bereich zwischen 0 und #/6 positiv, daher scheidet das
negative Vorzeichen aus, somit: cost = /1 —sin?z .

Diese Formel legt die Substitution x = sin¢ nahe, denn

der Wurzelausdruck /1 — x2 kann dadurch vereinfacht
werden.

Substitution:
x =sint

% = (sint) = cost ,also dx = cost dt

x=0=smn0,also ¢, =0
x = 0,5 =sinz/6,also 1, = 7/6

Daher:
0,5 7l6
1 1
dx = |, ————=cost dt

J J1-x2 6 J1—sin?¢
0 0

7l6

1
——costdt

- .} cost
0
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7l6

j'ldt
0

[(]7 = z/6-0 = x/6

dx = 7/6

Beispiel 2 (Typ A)

j.\ll—x2 dx
0

Losung:
Substitution:
x = sint
dx N
i (sint)’ = cost ,also dx = cost dt

x=0=smn0,also z, =0

x=1=sinz/2,also t, = 7/2

Also:

1 72 72
j\/I—xzdx = j,/l—smzt cost dx = jcosztdx
0 0 0

7l2

Wir berechnen I cos?t dx durch partielle Integration:
0
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w2 w2
Icos2tdt [cost- sin t];'/2 - I(— sin¢)- sin ¢ dt
0 0

72
0+ I sin?¢ dt

0

w2

j (1-cos?t) dt
0

72 72
jldt— j cos’t dt
0

0

72
= 5- j cos?t dt
0

Dabher:
72 72
I costdt = 75— I cos?t dt
0 0
7l2
2 I costdt = 7%
0
7l2
I costdt = 7
0
Insgesamt:
1
J 1-x2dx = %
0
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Das berechnete Integral ist ein Viertel der Flidche des
Kreises mit Radius 1:

Beispiel 3 (Typ A)
1

J‘ e3%+2 gy
0
Lésung:
Substitution:
3x+2 =t

8 _ (Bx+2) =3 ,also dx = %dt
dx

x=20, also t =3-0+2 =2
x=1, also t =3-1+2 =5

Eingesetzt:

je””dx = jle'%dt = I:%e']s = %eS—%ez =~ 47,01
2

0

Also:
1
j 32 gy ~ 47,01
0
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Beispiel 4 (Typ B)

1
J.2x\/1+x2 dx
0

Losung:
Der Ausdruck in der Wurzel hat als Ableitung den Faktor
vor der Wurzel: (1+x2) =2x.

1

IZx 1+x2 dx
1o
A/

Ableitung

Daher bietet sich die folgende Substitution an:
z=1+x2
dz

— = (1+x2) = 2x,also dz = 2xdx
dx

x=0,also z=1+0% =1
x=1,also z=1+12 =2

Eingesetzt:

1 1
J‘2x\/1+x2 dx I\/1+x2 2xdx
0 0

j‘\/;dz
1
2
= J‘zo’sdz
1
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[ gos1 ]?
_Q5+ﬂ

_23’2—|2

32!,

1

Also:
1

JZx\/1+x2dx ~ 1,219

0

Beispiel 5 (Typ B)

72
I sin?x cosx dx
0

Losung:
Die Ableitung von Sinus ist Kosinus:
/2
I(sin x)?cosx dx
N
Ableitung
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Daher bietet sich die folgende Substitution an:
z=sinx
dz .
I = (sin x)’ = cosx ,also dz = cosx dx
x=0, also z=sn0 =0
x=nxR,also z=snz2 =1

Eingesetzt:
7l2 1
jsian cosxdx = sz dz
0 0
_ [z_ﬂ‘
31,
¥ 0
3 3
-1
=3
Also:

7l2
Isinzx cosxdx = }
0

Eine weitere Herleitung der Substitutionsregel

Wir betrachten nun eine weitere Begriindung der Substitu-
tionsregel. Sie beruht auf dem Hauptsatz.
Es sei F(x) eine Stammfunktion f(x).Dann besagt der

Hauptsatz:

82



Integralrechnung

b
[fxyax = Fb)-F(a)

Wir berechnen auch das Integral
)
| fe@)-g@dt  (wobei a=g(t,) und b=g(t;)
tﬂ
mit Hilfe des Hauptsatzes. Dazu miissen wir eine Stamm-

funktion von f(g(?))- £ (f) finden. Nun ist nach der Ket-
tenregel:

(F(g@®) = F(g®)-g® = f(g®)-£®

Dabher ist F(g(?)) eine Stammfunktion von f(g(?))- £'(¢)-
Also:

[ ey g@at = Flg,)-Flg,)

= F(b)-F(a)

Die Integrale
t, b
[fe@)yg@ad wd [r(xax

sind daher gleich (beide sind F(b)— F(a)).

Die Substitutionsregel ist damit bewiesen.
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Aufgaben

Einfache Integrationsregeln

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

0 1

) J'(x+5ex)dx d) I(2sinx+4cosx)dx
1 -1

e) j(0,5ex+3sinx)dx f) j(xz—zsinx)dx
0 0

Partielle Integration

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) Ixsinxdx b) sz sin x dx
0 0
0,5 V4

c) jarcsin x dx d) jcoszxdx
0 0

Fa
€) jsin x cosxdx
0
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2. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) jxcosxdx b) Ixzcosxdx c) je"cosxdx
0 0 0

d) jcos3xdx €) Tcos“xdx f) rzln_xdx
0 0 *

a a

g) jxlnxdx h) J'xnlnxdx

1 1

Substitution

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 1
a) j (x+1)10 g b) j (2 +3)10 dx
0 0
1 1
c) j cos(3x +1)dx d) j 572 gy
0 0
3 2
€) I sin*x cos xdx 3x?
0 J 1423
1
1 w2 ]
g) J‘x [+ 1dx h) r cosx—sTnxdx
0 .!) COoSx+SIinx
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6. Unbestimmte Integrale

6.1 Definition des unbestimmten Integrals

Der Hauptsatz besagt, dass die Berechnung eines Integrals
im Wesentlichen darauf hinausléuft, eine Stammfunktion zu
finden.

Das ,,unbestimmte Integral“ ist ein Symbol fiir eine
Stammfunktion und wird als Integral ohne Integrations-
grenzen geschrieben:

j f(x)dx = Stammfunktion von f(x)

Es ist ein praktisches Symbol bei der Berechnung von
Stammfunktionen. Die léstigen Integrationsgrenzen kann
man sich dabei ersparen.

Leider sind Stammfunktionen nicht eindeutig bestimmt. Ist
F(x) eine Stammfunktion von f(x), so kann man noch

eine beliebige Konstante C addieren. Man bekommt wie-
der Stammfunktion von f(x):
(F(x)+CY = F(x) = f(x)

Das unbestimmte Integral

[r@xydx

86



Integralrechnung

ist eine beliebige Stammfunktion des Integranden f(x).
Deswegen schreibt man:

[feax = Fx+c

Hierbei ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), und C
eine Konstante, die sogenannte ,,Integrationskonstante*.
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6.2 Regeln fiir unbestimmte Integrale

Fiir unbestimmte Integrale gelten analoge Regeln wie bei
den iiblichen Integralen. Auch ihre Anwendung ist entspre-
chend.

Integrationsregeln

1. Die Summenregel
[f@+e@la = [f@dr + [gx)dx
2. Die Faktorregel
[ef@ar = cf f(xyax
3. Die partielle Integration
[F)e@dc = f(x)-g() - [ () g(x)dx
4. Die Substitutionsregel

[f@ar = [fe@)-g@®dt  (wo x=g(),
do=g (O)dt)

Begriindungen der Regeln 1, 2 und 3

Wir priifen, ob die rechte Seite eine Stammfunktion des
Integranden im linken Integral ist. Wir fiihren dies
exemplarisch fiir die Faktorregel durch:

(c[f@axy = c([f@dx) = cf()
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Also ist cJ. f(x)dx eine Stammfunktion von ¢ f(x).

Begriindung der Substitutionsregel

Es sei F(x) eine Stammfunktion von f(x). Dann wird die
linke Seite der Substitutionsregel:

jf(x)dx = F(x)+C.
Im Hinblick auf die rechte Seite (die bloS mit der Variablen

t zu tun hat) driicken wir x durch ¢ aus. Dazu setzen wir
x=g(¢) ein:

[f@ax = Fg@y+C
Es ist nun zu zeigen, dass:
Fgt)+C = [f(g®)-g@adt.

Wir miissen also nachzuweisen, dass F(g(¢))+C eine
Stammfunktion des Integranden f(g(¢))- g'(¢) ist.

Dazu leiten wir ab, wobei wir die Kettenregel anwenden:

(F(g)+C) = (F(g@®)) +0
= F'(g@®)-g'(®
= f(g(®)-g'@)

Damit ist die Substitutionsregel bewiesen.
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6.3 Beispiele fiir die Integrationsregeln

Beispiel 1 (Summenregel)
j (x2 + x)dx
Losung:

Nach der Summenregel ist:

I(x2+x)dx = Ixzdx + dex

3 2
%+C1 +%+C2

x3 x2

Also
3 42

Ja2+na =2+ Zac
3 2

Bemerkung zu den Integrationskonstanten:

Um eine uniibersichtliche Flut von Integrationskonstanten
zu vermeiden, kann man sich auf eine einzige Integra-
tionskonstante beschrinken, die man erst am Schluss (nach
Auflésen des letzten Integrals) schreibt. Das Integral aus
Beispiel 1 kann daher wie folgt berechnet werden:

3 x2

[ +xde = [22dv + [xdv = %+ €
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Beispiel 2 (Faktorregel)

J.5x2dx
Losung:
Iszdx = Sszdx
3
=52 4cC
3
= §x3 +C
Also:

ISdex = §x3+C

Beispiel 3 (partielle Integration)
J.x- e* dx

Wenn man den Faktor x ableitet, vereinfacht er sich zu 1.
Daher empfiehlt es sich, den zweiten Faktor zu integrieren.
Eine Stammfunktion fiir ¢* ist ¢* selber. Also:

Ix-e"dx = x-e*— I(x)'-e"dx

= x-e*— Il-e"dx

x-e* — jexdx

Il
—
=
|
=
Q
=
+
@
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Daher: _[x- e*dx = (x—1)-e*+C

Beispiel 4 (partielle Integration)
I]n xdx

Losung:

Vorbemerkungen:

Auf den ersten Blick scheint eine partielle Integration hier
nicht anwendbar, denn im Integral taucht kein Produkt auf.
Man kann aber jeden Term als Produkt mit dem Faktor 1
auffassen. Insbesondere kann man

hx =1hx
schreiben.

Den Faktor 1 kann man leicht integrieren: x ist eine
Stammfunktion.

jmxdx Il-lnxdx

x-Inx — Ix-(lnx)'dx

x-Inx — 6 x-ldx

X
= x-Inx — Ildx
=x-hnhx-x+C

=x-(Inx-)+C

Also: jlnxdx = x(hx-)+C
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Beispiel S (partielle Integration)
[sin?xdx

Losung:
jsinzxdx - jsin x- sin xdx

(-cosx)-sinx — [(-cosx)- (sin x)' dx

—cosx-sinx + Icosx- cosx dx

—cosx-sinx + Icoszxdx
Also

Isinzxdx = —cosx-sinx + Icoszxdx
Wir 16sen die Beziehung sin2x + cos?x = 1, die nichts

anderes ist als der Satz von Pythagoras in trigonometrischer
Verkleidung, nach cos?x auf. Das Ergebnis

cos?x = 1—sin?x

setzen wir ein in das rechte Integral der Gleichung:
Isin 2xdx = —cosx-sinx + Icoszxdx

= —cosx-sinx + I(l—smzx)dx

—cosx-sinx + Ildx - Ismzxdx

= —cosx-sinx + x — Isinzxdx

Wir erhalten die Gleichung
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Isinzxdx = —cosx-sinx + x — Isinzxdx.

Das gesuchte Integral kann nun als Unbekannte in dieser
Gleichung aufgefasst werden. Wir 16sen nach dem Integral
auf:

Ismzxdx = —cosx-sinx + x — Ismzxdx
2-Ism2xdx = —cosx-sinx + x

Ismzxdx = %(x—cosx- sinx) + C
Also:

fsin2xdy = S (x—cosx-sinx) + C

Beispiel 6 (Substitution)

1
B«/l_——xzdx

Losung:
Substitution:

x =sint

dx N

o (sinz) = cost ,also dx = cost dt
Also:

1 1
dx = |, ——=cost dt
6 1—x2 6 J1-—sin?¢
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= 6 % cost dt
cos

jldt
=t+ C

Nun muss ¢ wieder durch x ausgedriickt werden. Wegen
x=sint,ist ¢=arcsin x.Daher:

1
———dx =t + C = arcsihx + C
J.\/l—xz
Also:

dex = arcsinx + C

V1—x2

Beispiel 7 (Substitution)

J'\ll—x2 dx

Losung:
Substitution:

x =sint

% = (sin¢)’ = cost ,also dx = cost dt

Also:

J.\/I—xzdx = J.,/l—sinzt cost dt = Icosztdt
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Wir berechnen Icos2 t dx durch partielle Integration
(vergleiche Beispiel 5):

jcoszt dt = sint- cost jsin t-(—sin t)dt
= sin ¢- cost + jsmzt dt
= sin ¢- cost + j(l—coszt)dt
= sin ¢- cost + jldt - Icosztdt
= sint-cost + t — Icosztdt
Also
_[cosztdt = sint-cost + t — Icosztdt.
Nach dem Integral aufgel6st:
Icosztdt = %(sint- cost + t) + C.
Damit

[Vi-x?dx = j(sint-cost + t) + C

Nun muss ¢ wieder durch x ausgedriickt werden. Wegen
x=sint,ist ¢=arcsin x.Daher:

fV1-x2dx = S(sint -cost + t) + C
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= S(sint-Vl-sn?t + ¢) + C
= %(x- N1-x2 + arcsinx) + C
Also:

fVi-x?dx = J(x1-x? + aresinx) + C

Beispiel 8 (Substitution)
J. e3x+2 dx

Losung:
Substitution:

3x+2=t¢

% = (3x+2) =3 ,also dx =1ds

Eingesetzt:
J.e3"+2 dx = J.et %dt = %et +C
Driicke ¢ wieder durch x aus, f =3x+2:
J.e3"+2dx = 3e'+C

= %63’”2 +C

Also: Ie3x+2 dx = %e3"+2 +C
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Beispiel 9 (Substitution)
_'.2x»\ll+x2 dx = ?

Losung:
Der Ausdruck in der Wurzel hat als Ableitung den Faktor
vor der Wurzel: (1+x2) =2x.

I2x\/1+x2 dx
\_Y_) | R
"/

Ableitung

Daher bietet sich die folgende Substitution an:
z = 1+x2
% = (1+x2) = 2x,also dz = 2xdx

Eingesetzt:

J‘2x\/1+x2dx = J‘\/1+x2 2xdx
= [z
= Izovsdz

0,5+1
=2 +C
0,5+1
32
=2 4c
32

:%«/z_3+C

Driicke z wieder durch x aus, z=1+x2:
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ij\/1+x2dx %\/2_3 +C
= %,/(1+x2)3 +C

Also: I2x\/1+x2 dx = %1,(1+x2)3 + C

Beispiel 10 (Substitution)
J. sin2x cosx dx

Losung:
Die Ableitung von Sinus ist Kosinus:

I(sin x)? cos xdx
N
Ableitung
Dabher bietet sich die folgende Substitution an:
z =shnx

% = (sinx)' = cosx ,also dz = cosx dx

Eingesetzt:

Isinzx cosx dx = Izzdz

Il

|
+
a

Driicke z wieder durch x aus, z=sin x:
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sin3 x
3

+ C

Isin 2x cosxdx =

Das Integral ist damit berechnet.
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6.4 Eine kleine Integraltafel

Bei der Berechnung von Integralen haben wir schon
zahlreiche Stammfunktionen bestimmt. In einfachen Fillen
haben wir sie durch Riickfiihrung auf bekannte Ableitungen
gefunden. Bei schwierigen Integralen haben wir zusétzlich
die Integrationsregeln und -techniken benutzt. In der Praxis
der Naturwissenschaft und Technik kommen auch viele
kompliziertere Integrale vor, die miihsam zu berechnen
sind. Daher gibt es umfangreiche Integraltafeln als
Nachschlagewerke fiir die Praxis. Wir fassen nun unsere
bisher ermittelten Stammfunktionen und unbestimmten
Integrale in einer kleinen Integraltafel zusammen.

1. Die Potenzfunktion x”

Beim Ableiten einer Potenzfunktion vermindert sich der
Exponent um 1 und der urspriingliche Exponent rutscht als
Koeffizient vor die Potenz: (x") =mxm™1. Als Kandidat fiir

eine Stammfunktion von x” kommt daher zunichst x**!
in Frage. Danun (x**') = (n+1)x”, miissen wir noch durch
n+1 teilen, um die Vorzahl loszuwerden:

()=
(™Y =(n+1)x

7
xn+1
=Xx"
(n+1)

Also

101



Unbestimmte Integrale

Da die Division durch Null nicht méglich ist, darf der
Nenner #n+1 nicht O sein, also muss n #—1 vorausgesetzt
werden.

DerFall n=-1,d. h. x' = %, wird spéter betrachtet.

SchlieBflich ist zu beachten, dass auch Wurzeln als
Potenzen betrachtet werden konnen:

1

Vx=x0, Xfx=xn

Daher liefert das obige Integral die Sonderfille:

[ Vxdx

0,5+1 0,5
X XX
Ix°v5dx = +C = +C

0,5+1 L5
:%x x+C
1
1 "
Id;dx:jx;dx:x +C:—n x"x+C
1. n+l
n

2. Exponentialfunktion und Logarithmus
Die Ableitungen der Exponentialfunktion und des natiir-
lichen Logarithmus sind:

(@Y =er und (nzy =1,
woraus wir sofort zwei Integrale bekommen:
j edx =e* +C

J.%dx=lnx+C
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Und mittels partieller Integration kdnnen wir auch das
Integral des natiirlichen Logarithmus berechnen:

Ilnxdx Il-lnxdx

x- mx—jx- (Inx) dx

x-lnx—J‘x-%dx

x-lnx—Ildx
= xhx-x+C

x(nx-1) + C

Also:
jlnxdx = x-(Inx-1) + C

Der Volistindigkeit halber betrachten wir noch die
allgemeine Exponentialfunktion a*, wobei a>0. Nach

Definition des Logarithmus haben wir e"¢ =a. Damit
konnen wir nun die Ableitung berechnen:

(a*) = ((e™*)*)
= (e(lna)x)'
= (In g)- e(na)> (Kettenregel)
=(lna)- a*

Also:
(@*) =(Ina)- a*

-[axdlerlla

a* + C
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3. Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens
Wir rekapitulieren die Ableitungen von Sinus, Kosinus,
Tangens und Kotangens:

(sinx) =cosx

(cosx) =—sinx

. / . ] . '

n . —Ssimnx-

(tan x) = ( sin x ) _ (sinx)-cosx 2s x- (cos x)
coS X cos?x

_ cos’x+sin’x

[ 1+tan2x oder
cos?x ﬁ

cos?x

7/

’ ;. .

cosx) - sinx—cos x- (sin x

(cotx) =(cgsx) ¢ ) 5 (sin x)
sin x cos?x

2
Gt cos’x [ —(1+cot2x) oder

==ty il

sin’x
|L sinZx
Daraus ergeben sich die Integrale:
Isinxdx =-cosx + C

Icosxdx= sinx + C

I .12 dx=-cotx + C
sinZx

I P dx=tanx + C
cos2x

Itanzxdx=—x+tanx + C

Icotzxdx= -x—cotx + C
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Die Integrale von Tangens und Kotangens kann man direkt
durch Substitution bestimmen:

Itanxdx= SINX i Subst. z=cosx, dz=—sinxdx
COS X

=-Incosx + C

Icotxdx=j§?;;cdx Subst. z =sinx, dz =cosxdx

=Insinx + C

4. Arkusfunktionen

Die Arkusfunktionen arcsin, arccos und arctan liefern die
urspriinglichen Winkel aus gegebenen Werten von Sinus,
Kosinus bzw. Tangens, anders gesagt:

sin (arcsinx) =x, cos(arccosx)=x und tan(arctanx)=x.
Wir wiederholen hier kurz die Berechnung der Ableitungen
der Arkusfunktionen:
sin (arcsin x) = x
(sin (arcsin x))’ = (x) Kettenregel
sin’ (arcsin x)- (arcsin x)' =1

cos (arcsin x)- (arcsin x)' =1 cos{() =+ /1 —sin?()

\/ 1—sin?(arcsin x) - (arcsin x)' =1
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Jl —sin?(arcsin x) - (arcsin x)' =1
J1-x2. (arcsin x) =1

(arcsin x)' = 1

J1-x2

Vollig analog erhélt man

1

—x2

(arccosx) =—

Ferner:
tan (arctan x) = x
(tan (arctan x)) = (x) Kettenregel
tan’ (arctan x)- (arctan x) =1
(1+ tan?(arctan x))- (arctan x) =1
(1+ x*)- (arctan x) =1

1

arctan x) =
( %) 1+ x2

Damit haben wir zwei Integrale gewonnen:

I 1 dx=arcsinx + C

J1-x2

I 1 dx=arctanx + C
1+ x2

Schliefllich berechnen wir noch die Integrale von arcsin und
arctan mittels partieller Integration.
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Iarcsinxdx = Il- arcsin x dx

1 [ z=1-x2
1-x2 idz:—Zxdx

=x-arcsinx—Ix-

=x- arcsinx+J‘Ldz

20z
. 1
=X arcsmx+J‘§z—1/2dz
=x-arcsinx+z"2 + C

=x-arcsinx++z + C

=x-arcsinx++/1-x2 + C

Iarctanxdx = Il- arctan xdx

[ z=1+x2

x idz =2xdx

=x-arctanx—Ix- 5
1+x

_ 1
= x- arctan x Izzdz
=x-arctanx—%1nz + C

=x- arctanx—%ln(1+ )+ C

Nun haben wir allerlei Integrale bereitgestellt und kénnen
sie in einer kleinen Integraltafel zusammenfassen.
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5. Die Integraltafel

Potenzen von x

» _xn+1 _
jxdx_n+1+c (n#-1)

J.%dx=1nx+C

j'\/;dx=%x«/;+c
I(‘/;dx=#x%/;+c

Exponentialfunktionen

[edc=e+C

J.a"dx=La"+C (a>0)
Ina

Trigonometrische Funktionen

J.sinxdx = —cosx + C
J.cosxdx =sinx + C
Itanxdx = —Incosx + C

J.cotxdx = Insinx + C
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Quadrate trigonometrischer Funktionen

Isinzxdx = %(x—cosx- sinx) + C

Icoszxdx = %(x+cosx- sinx) + C

Itanzxdx —x+tanx + C

Icotzxdx = —x—cotx + C

I .12 dx = —cotx + C
sin2x

I 12 dx = tanx + C
cos2x

Arkusfunktionen und natiirlicher Logarithmus

Iarcsinxdx = x-arcsinx++1-x2 + C
Iarccosxdx = x-arccosx—+/1-x2 + C
_[arctanxdx = x: arctanx—%ln(1+x2) + C

jlnxdx = x-(Inx=1) + C

Bruch- und Wurzelfunktionen

I 1 dx = arcsinx + C

J1-x2
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Bruch- und Wurzelfunktionen (Fortsetzung)

_[\ll—xzdx = %(x-\/l—x2 +arcsinx) + C

J.de = arctanx + C
1+ x2
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Aufgaben

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

3
a) j(x3 +5x2 =3x)dx b) B(2x+x—2)dx
c) I(x+4e")dx d) I(Zsinx+4cosx)dx
e) j(3sinx+2ex)dx f) J.(x2—2sinx)dx

2. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a) [x?sinxdx b) [arcsinx dx

c) Icos2xdx d) J.sinxcosxdx

3. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a) Ixcosxdx b) Ixz cos x dx c) J.excosxdx

d) jcos3xdx €) Jﬁdx f) jxlnxdx

X

4. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a) [(2x+3)10dx b) [cos@x+1)dx

c) Ie5x+2 dx d) J.sin“x cosx dx
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Unbestimmte Integrale

2
e) Bn;dx 0 [x/x+1dx

5. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 1
a) || ——dx b dx —
) Baz+x2 ) BQ/a 51
6. Bestiitigen Sie mittels partieller Integration die Formel:

. 1. n—1¢ .
I sin"xdx = ——sin"lx-cosx + —— I sin®*2x dx .
n

(Diese Formel ermdglicht es, das Integral von sin”x Schritt
fiir Schritt zu berechnen.)

112



Integralrechnung

Losungen

Der Hauptsatz

1.a) 19,5 b) 12 ¢) 1,5¢*+2a

2.

a) 17,5 b) 0,5¢*+a )05 d)o
e 2 f) 0 925 WO
i) 2 He-1=1718.. k075 12
m) 18 n) 45>+ 5b

Drehkérper

1. 47,1238898... cm?
2. ca. 217,683 dm?
3. ca. 54,454 dm?

4. V =nar’h

5. V= ’1’—2’(81&2 +4Rr +3r?)

Einfache Integrationsregeln

1. a) 1048 b) 24 c) 2,6606... d) 6,7317...
3
e) 17,0703... ) % + 2cosa — 2
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Lésungen

Partielle Integration

l.a) « b) #°-4 ¢) 75+5V3-1=0,1278...
d 2=15707... €0

2.

a) asina+cosa—1

b) (a? —2)sina+2acosa
¢) 0,5(sin a +cosa)e? — 0,5

d) l(2+cos2 a)sina

3
1 . 3 .
e) Zcos3a sma+§(a+smacosa)
1
2 (In )2
f) 2( )
a? a? 1
—ha——+—
2 4 4
n+l n+l
h) a a 1

a- +
n+1 n+1)? (n+1)?

Substitution

1.

a) 186,090909... b) 2.211.408,090909...
c) —0,5327578267... d) 217,8488204659...
e 0 f) 1,504077396776...

g) 0,643790283299... h) 0
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Integralrechnung

Unbestimmte Integrale

1.

4 3 2 3
g T 3 0wy lic
4 3 2 x
%2
c) —+4e*+C d) —2cosx+4snx+C
3
e) —3cosx+2e*+C f) ?+2cosx+C

a) (2—x?)cosx+2xsinx+C
b) xarcsinx++/1—-x2 +C

c) %(x+sin xcosx)+C
d) %sinzx+C

a) xsinx+cosx+C
b) 2xcosx+(x2-2)sinx+C

c) %(sin x+cosx)e* +C
d) %(2+ cos?x)sin x+C

€) ;(]nx)2 +C
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Lésungen

—hx-—+C
D 2
4,
2x+3)1 1.
a) ——+C b) —sin(3x+1)+C
) 22 )3 ( )
1 1.
c) §e5"+2+C d) gsm5x+C

e) m(1+x2)+C f) (%(x+1)2—§(x+1) x+1+C

a) larctan£+C b) arcsin > + C ¢) —n(1-x)+C
a a a

Hinweis: Ergebnisse, die nicht glatt aufgehen, sind in der
Regel gerundet oder mit Auslassungspunkten (...) ange-
geben.
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Anhang 1: Geraden und Parabeln / Zusammenfassung

Anhang 1:

Geraden und Parabeln
Zusammenfassung
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Integralrechnung

I. Geraden

1. Die Geradengleichung

Die Geradengleichung liefert die y-Koordinate (Hohe) eines
beliebigen Punktes auf der Geraden, wenn die x-Koordinate
gegeben ist.

y Geradengleichung:
y=ax+b

Die Zahlen a (Vorzahl von x) und b (Konstante ohne x)
haben die folgenden geometrischen Bedeutungen:

a = Steigung der Geraden
(1 Schritt nach rechts und a Schritte nach oben, bzw.
nach unten, wenn a negativ ist.)

b = Schnittpunkt mit der y-Achse.

119



Anhang 1: Geraden und Parabeln / Zusammenfassung

2. Steigung aus zwei gegebenen Punkten berechnen

Aus den zwei gegebenen Punkten kann ein vergroBertes
Steigungsdreieck gebildet werden. Durch eine einfache
Division kann dieses in ein normiertes Steigungsdreieck
iiberfiihrt werden (mit der horizontalen Seite der Lénge 1).
Die Hohe des Dreiecks ist dann die Steigung der Geraden:

y 3
by
Ya—nN
4 X2—%
» X
*1 X

. (xZ—xl)
X3 =%

Xy — Xy 1

Also ist die Steigung a der Geraden:

Vo= N
X=X

a=
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Integralrechnung

I1. Parabeln

Allgemeine Form
der
Parabelgleichung:

=ax’+bx+c
y

T

quadratische ausmulti-
Ergénzung plizieren

Scheitelform der
Parabelgleichung:
y =a(x—A)?*+B
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Anhang 2: Differentialrechnung / Abriss

Anhang 2:

Differentialrechnung
im Uberblick
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Integralrechnung

I. Begriff der Ableitung

Seth)
&L

Steigung der Tangente an f im Punkte x
Grenzwert der Steigungen der Sekanten

fim LM~ (%)

h—0 h

f'(x)

I1. Berechnung der Ableitung

Grundlegende Ableitungen

() =0
(ax+b) =a
(x" = nxn1
) =e*
(sin x) =cosx

(cosx) =—sinx
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Anhang 2: Differentialrechnung / Abriss

Ableitungsregeln

Summenregel
f)+gx) = f(x)+g(x)
Faktorregel
c f®)) =c f(®
Produktregel
(f(x)-g(x)) = f1(x) gx) + f(x) g x)
Quotientenregel

(f(x)J' _ [ ®)g®)-f(0g' )
g(x) g(x)?

Kettenregel
[F(gGN] = f'(g(x)- &' (x)

Weitere wichtige Ableitungen

Aus den grundlegenden Ableitungen kdnnen mithilfe der
Ableitungsregeln weitere wichtige Ableitungen berechnet
werden:

(nxy =1

1
1—x

x

(arcsinx) = -

(tan x)' =1+tan2x
1

tanx) =——
(arctan x) 1+ x?
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Integralrechnung

ITI. Anwendungen

Relative Maxima und Minima

1. Wenn f bei a ein relatives Maximum oder Minimum
hat, so ist:

f'(@=0.

2. Wenn
f'(@=0 und f"(a) <0,

dann hat f bei a ein lokales Maximum.

3. Wenn
f'(@=0 und f"(a)>0,

dann hat f bei a ein lokales Minimum.
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Anhang 2: Differentialrechnung / Abriss

Wendepunkte

Wenn f"(a)=0 und f"(a)=0, dann hat f einen Wen-
depunkt in a.

Newton-Verfahren

Aus dem Néherungswert x, fiir eine Losung von f(x)=0
ergibt sich ein verbesserter Wert x, durch:

@
TP
B L

’//Ii > x
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Integralrechnung

Reihen
Geometrische Reihe
IL =l+x+x2+x3+x*+... (-1<x<1)
-Xx
Arkustangensreihe
3 45 47
arctanx = x—> +> % 4 -1<x<1)
3 5 7
Logarithmusreihe
x2 x3 x*
1+x) = x——+—-—+—-... (-1<x<1
In(1+x) St 37 ( )
Exponentialreihe
2,3 L4
e =lrx++ X X 4 (x beliebig)
21 3 4
Sinusreihe
345 47
sinx=x-> 4+ X ( x beliebig)
357N
Kosinusreihe
2 4 46
cosx=1-2 4% _* ,_ (x beliebig)
21 4 o
Maclaurinsche Reihe
f@ = @+ 5 Ox+ LD e LDy
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Anhang 2: Differentialrechnung / Abriss

Eulers Zauberformel

Die aufgefiihrten Reihen enthalten lediglich die vier
Grundrechenarten. Daher koénnen sie auch fiir komplexe
Zahlen (sieche Anhang 3) angewendet werden. Durch
Einsetzen komplexer Zahlen in die Exponentialreihe ist
Leonhard Euler auf die beriihmte Zauberformel gestolen:

e* = cosx + isinx,

wobei i=+—1 die imagindre Einheit ist, die eine Zahl
jenseits der reellen Zahlen ist und die der Gleichung
i2=-1 geniigt.

Die Zauberformel verbindet die Exponentialfunktion mit
Sinus und Kosinus, Funktionen die auf den ersten Blick
nichts miteinander zu tun haben. Mit Hilfe der
Zauberformel lassen sich viele trigonometrische
Beziehungen (wie die Additionstheoreme fiir Sinus und
Kosinus) auf einfache Potenzegeln zuriickfiihren.

Herleitung der Zauberformel

Die Potenzen von i sind:
‘=i, i?=-1, ¥=—i, i*=1, *=i, i =-1, etc.

Man sieht, dass die Potenzen mit geradem Exponenten (also
von der Gestalt 2n) abwechselnd *1 sind, und bei unge-
raden Exponenten (d.h. vom Typ 2n+ 1) ergeben sich
abwechselnd +i. In der Tat:

i =@y =(-1) =1
j2n+l =i2n_i=(_1)".i=ii
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Integralrechnung

Nun berechnen wir e :

@2, Gof , @, @F ,

S TR TR TR 7

1242 13y3 444 545
s [ "X [ "X
=1+ix+ 2 + 3 + 40 + 51

2 3 4 5
5 X , X X , X
—1+lx—7!—l§+4—!+l§+...

x> x* , x3 x5
=(1_2_!+T!_+"'j+l(x_ﬁ+§_+"'j

=cosx+isinx

Also: e® = cosx + isinx.

Der Fall x=7z (180°) ist beriihmt und sticht hervor, weil
fiinf wichtige mathematische Konstanten in einer
Gleichung vereint sind:

ei” = cosm + isinz
-1+0

= -1

Das heift:

eir +1=0.
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Anhang 3: Komplexe Zahlen

Anhang 3:

Komplexe Zahlen
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Integralrechnung

Einige quadratische Gleichungen haben keine Losung. So
kommt fiir die einfache Gleichung

x2=-1

keine der tiblichen (reellen) Zahlen als Losung in Frage,
denn beim Multiplizieren einer Zahl mit sich selbst erhilt
man stets eine positive Zahl oder Null.

Wir erweitern unseren Zahlenbereich durch Hinzufiigen
einer neuartigen Zahl i, die eine Losung der obigen
Gleichung ist:

=1,

Man bezeichnet i als imagindre Einheit. Sie kann als
Wurzel aus —1 aufgefasst werden:

i=-1.
Anschaulich betrachtet, gehen wir vom Zahlenstrahl zur

Zahlenebene iiber. Die imaginédre Einheit entspricht einem
Punkt in der Ebene, der auflerhalb des Zahlenstrahls liegt.

Wenn man die vier Grundrechenarten mit reellen Zahlen
und i durchfiihrt, ergeben sich stets Ausdriicke der Gestalt:

a+bi,

beispielsweise 2+3i, —4+5i, 1,5+3,8{, usw.
Diese aus reellen Zahlen und der imagindren Einheit
zusammengesetzten Gréflen nennt man komplexe Zahlen.

Im Bereich dieser komplexen Zahlen kann die Wurzel aus
negativen Zahlen gezogen werden, zum Beispiel ist:

J=9 = 3i, denn (3i)2 =912 =—9

Lisst man auch komplexe Zahlen zu, so liefert die p-g-
Formel also immer eine Losung der quadratischen
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Anhang 3: Komplexe Zahlen

Gleichung. Zum Beispiel hat die Gleichung
x> +4x+5=0

nun die Losungen:

x, =-2+i und x, =-2-i.
Denn
2
Xz = —gi (%J -q | p=4und g =5 einsetzen
S S T hn
i = 5 * - | rechnen
Xy = —24+-1=-2%i
X =-2+i, x,=-2-i

Die vier Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

Man rechnet mit komplexen Zahlen genauso wie mit den
iiblichen reellen Zahlen und Buchstaben. Es ist lediglich zu
beachten, dass i2 =—1 ist.

Wir betrachten zur Verdeutlichung Beispiele zu den vier
Grundrechenarten:

Addition
2+3) + (5+90) =7+12i

Subtraktion
(2+9i) — (6+3i) = —4+6i
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Integralrechnung

Multiplikation
(2+430)-(5+4) =2-5+2-4i+3i-5+3i-4i
=10+ 8+ 15 + 1242 [i2=-1
=10+23i-12
=—-2+23i
Division

3470 _ (3+70)- (1-2i)
1+2i  (1+2i)-(1-20)
17+i -
= = —1
1- 42 g
17+i
1+4
17+i
5
_17,1;
-5 s
Hier hat man einen oft niitzlichen Kunstgriff benutzt, um
das i im Nenner 1+2i loszuwerden: Zihler und Nenner
werden mit der entsprechenden Differenz 1-2i
multipliziert. Dann wendet man die 3. binomische Formel
an, die besagt, dass das Produkt einer Summe und der
entsprechenden Differenz die Differenz der Quadrate ist:
(a+b)-(a-b) = a>-b?
Somit erhélt man also den neuen Nenner:
1+ 2i)(1-20) =12 — (2i)?
=1-4i2
=1-4.(-1)
=1+4

=5

| 3. binomische Formel
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Anhang 3: Komplexe Zahlen

Historisches zu den komplexen Zahlen

Rafael Bombelli (1526-1572) hat in seinem Buch Algebra
als erster die komplexen Zahlen dargelegt und als Losungen
von Gleichungen einbezogen.

Das Wort imagindr ist von René Descartes (1596—1650) in
seiner beriihmten Geometrie eingefiihrt worden.

Der Ausdruck komplexe Zahlen ist von Carl Friedrich Gaul3
(1777-1855) gepriigt worden.

Die Bezeichnung i fiir die imagindre Einheit geht auf
Leonhard Euler (1708-1783) zuriick.

Anwendungen der komplexen Zahlen

Bereits am Ende des 19. Jahrhunderts hat der deutsche
Elektroingenieur Charles Steinmetz (1865-1923) komplexe
Widerstinde im Wechselstromkreis eingefiihrt, was zu einer
erheblichen Vereinfachung der Berechnungen gefiihrt hat.

Die in den 1920er Jahren entwickelte Quantenmechanik
benutzt komplexe Zahlen. Auf einer Inschrift am Grab
Erwin Schrédingers (1878-1961) steht die beriihmte
Schrédingergleichung:

ihy =Hy

Sie enthélt die imaginére Einheit .
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Anhang 4: Integralrechnung / Abriss

Anhang 4:

Integralrechnung
im Uberblick
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Integralrechnung

1. Begriff des Integrals

¥ y=f@)

b
j f(x)dx = Fliche

¥ y=f@)

b
I f(x)dx = Summe aller Rechtecksflichen f(x)dx

II. Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

b
[fxax = F@)-F(a

Hierbei gilt:
F'(x)=f(x)
(F heilit Stammfunktion von f.)
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Anhang 4: Integralrechnung / Abriss

III. Integrationsregeln

1. Regel iiber Integrationsgrenzen

[f@ds + [rooas = | s

|abc

[+ g@ids = | rods + [eCods

2. Summenregel

3. Faktorregel
b

jcf(x)dx = cjf(x)dx

a

4. Partielle Integration

[re)-g@ax = [f(x)-e@)], - [f(0) g @)
5. Substitutionsregel

[7max = [ flew) g0

(wobei x = g(t), dr=g(O)dt,a=g(1,),b=g(t,))

138



Integralrechnung

IV. Unbestimmte Integrale

j f@)dx = F(x)+C

F ist eine Stammfunktion von f:
F'(x)= f(x)

C ist eine Konstante (Integrationskonstante).

V. Regeln fiir unbestimmte Integrale

1. Die Summenregel
[r@+elde = [fde + [g(0dx
2. Die Faktorregel
[ef@ar = cf fx)ax
3. Die partielle Integration
[F)-g@dx = f()-g(x) - [ () g ()x
4. Die Substitutionsregel

[f@a = [feey-gvd (o x=g,
dx=g ()dt)
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