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Vorwort

Das Hauptziel dieses kleinen Textes ist es, den Leser mit linearen
Gleichungssystemen bekannt zu machen. Im Mittelpunkt stehen
zunéchst die iiblichen elementaren Losungsverfahren: Additions-,
Einsetzungs- und Gleichsetzungsverfahren fiir lineare Gleich-
ungssysteme mit zwei Unbekannten.

AnschlieBend werden auch fortgeschrittenere Lésungsmethoden
behandelt, die sich aus dem Additionsverfahren entwickeln lassen.
Die Determinatenmethode (Cramersche Regel) ergibt sich aus der
Anwendung des Additionsverfahrens auf ein allgemeines lineares
Gleichungssystem. Die systematische Umsetzung des Addi-
tionsverfahrens bei Gleichungssystemen mit mehr als zwei
Unbekannten fithrt zur Elimination nach Gaufl und GauB-Jordan.

Zum Abschluss wird ein Ausblick auf Determinanten und
Matrizen gegeben. Es werden die grundlegenden Eigenschaften
und Rechenoperationen anhand von Gleichungssystemen herge-
leitet. Die damit vermittelten Einsichten etleichtern den Einstieg in
anspruchsvollere Bereiche der Mathematik wie Vektorrechnung,
Matrizenrechnung und lineare Algebra.

Die Lektiire des Buches erfordert nur wenige Vorkenntnisse. Der
Leser sollte mit negativen Zahlen, Buchstaben und einfachen
Gleichungen in einer Unbekannten umgehen kénnen.

Es gibt eine stéindig steigende Tendenz in den Schulen des Wes-
tens, die Grundideen in der Mathematik durch eine Vielzahl von
vermeintlich ,,praktischen® oder ,alltiglichen” Beispielen zu
verdunkeln.

Der vorliegende Text mdchte einen Beitrag dazu leisten, die we-
sentlichen Gedanken wieder deutlich erkennbar zu machen.

Dr. A. Roux
Briihl, August 2016
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Lineare Gleichungssysteme

1. Einfithrung

Einfache Gleichungen enthalten eine einzige gesuchte Grofe. Oft
sind aber mehrere Zahlen zu ermitteln, wie in dem folgenden
lehrreichen Zahlenritsel:

Die Summe zweier Zahlen ist 10, ihre Differenz 2. Welche Zahlen
sind es?

Die erste Bedingung allein reicht nicht aus, um eine eindeutige
Losung zu erhalten. Denn es gibt (unendlich) viele Zahlenpaare,
deren Summe 10 ergibt:

1+9=10
2+8=10
3+7=10
4+6=10
545=10
6+4=10
7+3=10
8+2=10
8,7+1,3=10
USw.

Die zweite Bedingung fordert, dass die Differenz der Zahlen 2 ist.
Nur ein Paar kommt dann noch in Frage:

6+4=10,
denn die Differenz der beiden Summanden ist tatsdchlich 2:
6-4=2,

Alle anderen Paare haben eine andere Differenz.



Einfiihrung

Das Zahlenrétsel zeigt, dass zur Berechnung von zwei Unbe-
kannten auch zwei Gleichungen nétig sind, wenn eine eindeutig
Losung erwiinscht ist. Die beiden Gleichungen zusammen werden
als Gleichungssystem bezeichnet. Das Gleichungssystem des
Zahlenritsels ist also:

x+y =10
x—y=2

Im Allgemeinen konnen noch Koeffizienten (d.h. Vorzahlen) bei
den Unbekannten auftreten, wie beispielsweise im Gleichungs-
system:

2x+5y =12
3x+4y =11

Wir betrachten ausschlieBlich lineare Gleichungssysteme; bei
ihnen tauchen die Unbekannten nicht als Quadrate oder hohere
Potenzen auf. Das Adjektiv /inear ist hier im Sinne von geradlinig
gemeint. Der Hintergrund ist folgender: Eine Gerade wird in
Koordinaten durch eine Gleichung der Gestalt y=ax+b
beschrieben, wihrend die Gleichungen von krummlinigen Kurven
(wie Parabeln) zusitzlich hohere Potenzen von x enthalten; also
etwa so aussehen: y=ax? +bx+c.

Wir werden auch Gleichungssysteme mit mehr als zwei Unbe-
kannten betrachten. Bei drei Unbekannten wird das Glei-
chungssystem in der Regel ebenfalls aus drei Gleichungen
bestehen, bei vier Unbekannten aus vier Gleichungen, usw.

Bereits im neubabylonischen Reich wurden um das Jahr 300
v.Chr. lineare Gleichungssysteme gel6st. Etwa ab 100 v.Chr.
benutzte man in China eine effiziente Methode um gréBere
Gleichungssysteme zu 16sen. Dieses Verfahren entspricht im
Wesentlichen dem heute nach Carl Friedrich Gaul3 (1777 — 1855)
benannten Eliminationsverfahren. Chinesische Beamtenanwirter
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Lineare Gleichungssysteme

wurden im Rahmen des Aufnahmeverfahrens iiber den Inhalt der
Neun Kapitel der mathematischen Kiinste gepriift, zu dem auch die
linearen Gleichungssysteme gehdorten.

Die gewissermaBen formelmiBige Losung von linearen
Gleichungssystemen mithilfe von Determinanten geht vor allem
auf Takakazu Seki (1642 -1708), Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 - 1716) und Gabriel Cramer (1704 - 1752) zuriick.

e Sy
o, A«
1 A

Takakazu Seki Gottfried Wilhelm Leibniz
1642-1708 1646-1716

<4

Gabriel Cramer
1704-1752

Wir geben nun einen kurzen Uberblick {iber den Inhalt dieses
Buches.

Im ersten Kapitel betrachten wir lineare Gleichungssysteme mit
zwei Unbekannten. Der Schwerpunkt liegt bei den drei elemen-
taren Losungsmethoden:

e Additionsverfahren
o FEinsetzungsverfahren
e Gleichsetzungsverfahre

11



Einfiihrung

Allen drei Verfahren ist gemeinsam, dass es darum, geht eine der
Unbekannten zu entfernen. Hat man nur noch eine Unbekannte, so
kann diese einfach aus der Gleichung berechnet werden.

Das Additionsverfahren ist das einfachste, {ibersichtlichste und
wichtigste. Aus ihm werden wir Determinanten und die Cramer-
sche Regel gewinnen.

Wihrend das Additionsverfahren auf /ineare Gleichungssysteme
zugeschnitten und beschrénkt ist, sind die Ans#tze beim Einset-
zungs- und Gleichsetzungsverfahren allgemeinerer Natur. Das
Einsetzen und Gleichsetzen von Ausdriicken kommt oft in der
Mathematik vor und kann hierbei geiibt werden.

Wir betrachten auch Anwendungsaufgaben. Ferner untersuchen
wir exotische lineare Gleichungssysteme, die keine Losung oder
unendlich viele Losungen haben.

Das in Schulen gelehrte graphische Lésungsverfahren werden wir
nicht betrachten, da es auf zwei Unbekannte beschrinkt ist und
Vorwissen iiber Koordinatensysteme und Geraden voraussetzt. Es
schieBt mit Kanonen auf Spatzen und ist allenfalls als
Wiederholungsiibung zum Thema Schnittpunkte von Geraden
geeignet. Historisch sind lineare Gleichungssysteme etwa 1500
Jahre vor der FEinfiilhrung von Koordinatensystemen gelost
worden. Die angemessene Betrachtung von Geraden und Parabeln
setzt Grundkenntnisse iiber lineare Gleichungssysteme voraus,
und nicht umgekehrt,

Im zweiten Kapitel geht es vor allem um groBere lineare
Gleichungssysteme, mit drei und mehr Unbekannten. Diese
werden wir durch Elimination nach Gaufl und GauB-Jordan 18sen.
Die Eliminationsverfahren sind nichts anderes als die systema-
tische Umsetzung des Additionsverfahrens. Die Elimination
werden wir schlieBlich auch in abgekiirzter Schreibweise mithilfe
der sehr praktischen erweiterten Koeffizientenmatrix durchfiihren.
Das vielleicht etwas hochtrabend klingende Wort eliminieren
bedeutet iibersetzt einfach beseitigen oder entfernen.

12
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N sk .
Carl Friedrich GauB Camille Jordan
1777-1855 1838-1922

In einem abschlieBenden Ausblick werden Determinanten und die
Cramersche Regel fiir groBere lineare Gleichungssysteme unter
die Lupe genommen.
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2. Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Besprechung der drei
elementaren L§sungsverfahren von linearen Gleichungssystemen
mit zwei Unbekannten. Es folgen Anwendungsaufgaben. Damit
sind die Grundlagen gelegt, und es konnen nun auch exotische
Sonderfille und die fortgeschrittenere Determinantenmethode
(Cramersche Regel) ins Auge gefasst werden. Das an den Schulen
noch gelehrte nicht sonderlich praxisrelevante grafische Losungs-
verfahren werden wir nicht betrachten. Es ist nur auf Gleichungs-
systeme mit zwei Unbekannten anwendbar und dient allenfalls der
Wiederholung der Geraden und der Schnittpunktsberechnung —
dies sind aber Themen, die erst nach den linearen Gleichungs-
systemen durchgenommen werden sollten.

2.1 Das Additionsverfahren

Das strategische Ziel aller drei elementaren Losungsverfahren ist
es, eine Unbekannte zu beseitigen. Dann bleibt nur eine gewohnte
Gleichung mit nur einer Unbekannten iibrig, und diese kann
einfach geldst werden.

Seit der Erfindung der negativen Zahlen durch den Inder
Brahmagupta (ca. 600 n.Chr.) sind die Begriffe Addition und
Subtraktion verschmolzen: Die Subtraktion 8 —5 kann auch als
Addition 8+ (—5) aufgefasst werden.

In diesem Sinne schlieft das Additionsverfahren auch
Subtraktionen ein., Wir wollen eine Unbekannte aus dem
Gleichungssystem entfernen. Dies geschieht am anschaulichsten
durch das Subtrahieren (Wegnehmen).

Beim Additionsverfahren wird die Subtraktion wie beim
schriftlichen Rechnen aufgeschrieben und durchgefiihrt. Diese
Ubersichtlichkeit und Einfachheit sind ein groBer Vorteil des
Additionsverfahrens.
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Wir betrachten drei Beispiele. Eines dient der ausfiihrlichen
Erlduterung des allgemeinen Vorgehens. Das zweite zeigt den
Losungsweg in Kurzfassung. Im dritten Beispiel werden lineare
Gleichungssysteme betrachtet, die negativen Zahlen enthalten.

Beispiel 1
Lose das lineare Gleichungssystem:
2x + 3y =8
5x + 4y =13
Lisung (ausfiihrlich)

Wir mochten eine Unbekannte entfernen. Systematischerweise
beginnen wir mit der ersten, némlich x. Danach werden wir y ent-
fernen.

1, Entferne x

Wenn wir bei
2x + 3y =8
5x + 4y =13

direkt subtrahieren, fillt x leider nicht weg, weil 2x—5x nicht
Null ist.

Wir miissen erreichen, dass die x-Terme in den beiden
Gleichungen iibereinstimmen. Der Term 2x enthilt die 2, aber
nicht die 5 von 5x. Der Term 2x muss also eine 5 bekommen.
Andererseits steckt im Term 5x die 5, aber leider nicht die 2 von
2x. Der Term 5x muss daher eine 2 bekommen. Um die x-Terme
auf ein Level zu heben, multiplizieren wir also jeden x-Term mit
der Vorzahl des anderen x-Terms (im Bruchrechnen wir mit
derselben Methode ein gemeinsamer Nenner von zwei Briichen
gefunden):

|
oo

2x + 3y =
5x + 4y =

|
—_
W
o

15



Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Wir erhalten:
5-2x + 15y = 40
2-5x + 8y =26
Also:
10x + 15y = 40
10x + 8y = 26

Wenn wir nun subtrahieren, fillt x weg (10x—10x = 0), ferner ist
15y—-8y=7y und 40-26=14:

10x + 15y = 40

10x + 8y =26 | oben —unten
7y =14 [:7
y =2

2, Entferney

Wir miissen erreichen, dass die y-Terme in den beiden
Gleichungen iibereinstimmen. Dazu multiplizieren wir wieder
jeden y-Term mit der Vorzahl des anderen y-Terms:

2x + 3y = 8 |-4
5x + 4y =13 [-3

Und erhalten:
8 +4-3y =32
15x + 3-4y = 39
Also:
8x + 12y =32
15x + 12y = 39

Wenn wir nun subtrahieren féllt y weg (12y —12y =0), ferner ist
8x—15x=-7x und 32-39=-7:

16
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8x + 12y =32
15x + 12y = 39 | oben —unten
Ix=-7T |:(-7)
x =1

Wir hitten auch umgekehrt subtrahieren kénnen, um negative
Zahlen zu vermeiden:

8x +12y =32

15x + 12y =39  |unten—oben
Ix =7 [:7
x =1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lsung:

x=1
y=2
Beispiel 2
Lose das lineare Gleichungssystem:
3x +4y =13
5x + 2y =17
Losung (kurz)
1, Entferne x
3x + 4y =13 [-5
5x + 2y =17 [-3
15x + 20y = 65

15x + 6y = 51 | oben —unten
14y =14 |:14
y =1

17
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2, Entferney
3x + 4y =13 [-2
5x + 2y =17 |-4
6x + 8y =26

20x + 8y = 68 | unten —oben
14x =42 |:14

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung:
x=3
y=1

Das nachfolgende Beispiel enthilt auch negative Zahlen. Daraus
ergibt sich im Vorgehen die Besonderheit, dass eine Addition zur
Beseitigung einer Unbekannten fiihrt.

Sind zwei GroBen identisch, so verschwinden sie , wenn man sie
subtrahiert, zum Beispiel:

3x -3x=0

—Sx —(-5x)=0

Unterscheiden sich zwei Gréfen nur im Vorzeichen, so
verschwinden sie bei der Addition, beispielsweise:

4x + (4x) =0
Beispiel 3
Lose das lineare Gleichungssystem:
3x+2y =17
—4x+5y =6

18
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Losung
1, Entferne x
3x + 2y =17 | -4 (ohne Vorzeichen)
—4x + 5y = 6 [-3
12x + 8y =28
—12x + 15y =18 | oben +unten
23y =46  |[:23
y =2
2, Entferne y
3x + 2y =17 |-5
—4x + 5y = 6 [-2
15x + 10y = 35

—8x + 10y =12 | oben —unten
23x =23 |[:23
x =1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lsung:

x=1
y=2

Am Ende des Kapitels sind zahlreiche lineare Gleichungssysteme
bereitgestellt, an denen das Additionsverfahren geiibt werden
kann. Bei den Aufgaben 17 und 19 miissen zunichst die
Unbekannten auf die linke Seite gebracht werden.
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Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

2.2 Das Einsetzungsverfahren

Auch beim Einsetzungsverfahern ist das strategische Ziel, eine
Unbekannte zu entfernen. Mochten wir zum Beispiel die
Unbekannte x loswerden, so 16sen wir eine der Gleichungen des
Gleichungssystems nach x auf und setzen das Ergebnis (es enthélt
nur die Unbekannte y) in die andere Gleichung ein, und zwar
anstelle von x. Dadurch taucht x nicht mehr auf. Nun kann y
berechnet werden. Der nun bekannte Wert von y kann in jede der
Gleichungen des Gleichungssystems eingesetzt werden, woraus
sich auch x berechnen lasst.

Das geschilderte Verfahren werden wir systematisch umsetzen:
Wir werden (wenn keine triftigen Griinde dagegen sprechen)
grundsitzlich zundchst die erste Unbekannte eliminieren, und
dazu die erste Gleichung nach dieser Unbekannten auflosen.

Es folgen nun zwei Beispiele zum Einsetzungsverfahren, eines soll
die Methode zeigen, und das andere die Handhabung von
auftauchenden Briichen vorfiihren.

Beispiel 1
Lose das lineare Gleichungssystem:
x+2y =5
2x+3y =8
Losung

1, Lise die erste Gleichung nach x auf

x+2y =5 |2y
x=5-2y

2, Setze das Ergebnis in die zweite Gleichung ein

x=5-2y
eingesetzt in

20
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2x+3y =8
ergibt
2(5-2y)+3y =8 | ausmultiplizieren
10-4y+3y =8 | zZusammenfassen
10-y=8 |-10
-y ==2 |1
y=2

3. Setze y=2 in die erste Gleichung ein

x+2y =15 | ¥ =2 einsetzen
x+2-2=15 | ausrechnen
x+4 =5 |4
x=1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lsung:

x=1
y=2
Beispiel 2
Lose das lineare Gleichungssystem:
2x+3y =8
5x+2y =9
Losung

1, Lise die erste Gleichung nach x auf

2x+3y =8 | -3y
2x =8-3y |:2
.= 8-3y

2
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Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

2, Setzte das Ergebnis in die zweite Gleichung ein

_8-3y
¥=
eingesetzt in
5x+2y =9
ergibt
8-3y .. . g
5- > +2y =9 | den Zahler mit 5 multiplizieren
40 _21 A y=9 |-2 (damit der Bruch wegfillt)
40-15y + 4y =18 | z7usammenfassen

40-11y =18 | —40
11y =-22 |:(-11)
y=2
3. Setze y =2 indie erste Gleichung ein

2x+3y =8 | ¥ =2 einsetzen

2x+3-2=8 | ausrechen
2x+6 =8 | -6
2x =2 [:2
x=1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung:
x=1
y=2
Am Ende des Kapitels sind zahlreiche lineare Gleichungssysteme

bereitgestellt, an denen das Einsetzungsverfahren geiibt werden
kann,
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2.3 Das Gleichsetzungsverfahren

Beim Gleichsetzungsverfahren wird eine Unbekannte auf dhnliche
Weise wie beim Einsetzungsverfahren beseitigt. Mochten wir zum
Beispiel die Unbekannte x loswerden, so 18sen wir beide
Gleichungen des Gleichungssystems nach x auf und setzen die
Ergebnisse (sie enthalten nur die Unbekannte y) gleich. Dadurch
taucht x nicht mehr auf. Nun kann y berechnet werden. Der nun
bekannte Wert von y kann in jede der Gleichungen des
Gleichungssystems eingesetzt werden, woraus sich auch x
berechnen ldsst. Das Gleichsetzungsverfahren ist sehr umstind-
lich, es bietet aber die Gelegenheit algebraische Fertigkeiten zu
iiben. Wenn aber bei einem Gleichungssystem bereits beide
Gleichungen nach einer Unbekannten aufgelost sind, ist das
Gleichsetzungsverfahren ideal. Dies trifft auf die Schnittpunkt-
berechnung von Geraden, Parabeln und anderen Kurven zu.

Das geschilderte Verfahren werden wir systematisch umsetzten:
Wenn keine triftigen Griinde dagegen sprechen, wird grund-
sdtzlich zunéchst die erste Unbekannte eliminiert.

Wir betrachten nun ein Beispiel zum Gleichsetzungsverfahren.

Beispiel

Lose das lineare Gleichungssystem:
2x+3y =8
5x+2y =9

Losung

1. Lise die beide Gleichungen nach x auf

2x+3y =8 | -3y
2x =8-3y |[:2
_83y
¥=
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5x+2y =9 |2y
5x=9-2y |:5
_9-%
¥=75

2, Setzte die Ergebnisse gleich

¥ = 8_233’_ und x = % gleichsetzen:
% - % |2 (damit der linke Bruch wegfillt)
9-2y . . e
8§-3y= 5 | den Zahler mit 2 multiplizieren
8-3y = @ |5 (damit der Bruch wegfallt)
40-15y = 18-4y | +4y
40-11y = 18 | —40
My = -22 l:(=11)
y=2

3. Setze y =2 indie erste Gleichung ein

2x+3y =8 | ¥ =2 einsetzen

2x+3-2=8 | ausrechen
2x+6 =8 | -6
2x =2 [:2
x=1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung: x=1, y=2.

Am Ende des Kapitels sind zahlreiche lineare Gleichungssysteme
bereitgestellt, an denen das Gleichsetzungsverfahren geiibt werden
kann,
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2.4 Anwendungen

Wir widmen uns nun anwendungsbezogenen Aufgaben Diese
werden wir mithilfe von linearen Gleichungssystemen losen.

Gleichungen enthalten Unbekannte. Bevor man die Gleichungen
aufstellen kann, muss man klipp und klar mitteilen, welche GrofBen
die Unbekannten sind, beispielsweise so:

x = Preis von 1 Apfel (in €)

Erst dann hat man eine realistische Chance, die richtigen
Gleichungen zu finden.

Alle Gleichungen konnen zunéchst einmal sprachlich formuliert
werden und stellen meist eine verbliiffend einfache Aussage dar,
zum Beispiel:

Werte der Apfel + Werte der Birnen = Gesamtwert

Bei der mathematischen Umsetzung dieser Gleichung kommen
noch Uberlegungen ins Spiel, wie sie vom Dreisatz her vertraut
sind, etwa:

1 Apfel kostet x.

3 Apfel kosten 3x.

Die Gleichungssysteme werden wir hier mit einer Kombination
von Additionsverfahren und anschlieBendem Einsetzungsver-
fahren 16sen. Dieser Losungsweg ist kurz (und entspricht {ibrigens
weitegehend dem Eliminationsverfahren).

Wir betrachten nun zwei Aufgabenbeispiele, eines aus dem
Alltagsbereich, und eines aus Neubabylonien (ca. 300 v. Chr.).

Beispiel 1

Frau Miiller kauft 3 Apfel und 4 Birnen und zahlt dafiir 7,20 €.
Herr Schmidt kauft 4 Apfel und 2 Birnen und zahlt dafiir 5,60 €.
Was kostet ein Apfel, was kostet eine Birne?
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Losung

1. Unbekannte benennen

x = Preis von 1 Apfel (in €)
y = Preis von 1 Birne (in €)

2. Gleichungen aufstellen

a) Miillers Einkauf
Wert der Apfel + Wert der Birnen = Gesamtwert
3x + 4y =17,20
[Erlduterungen:

1 Apfel — x, also: 3 Apfel — 3x.
1 Birne — y, also: 4 Birnen — 4y.]

b) Schmidts Einkauf
Wert der Apfel + Wert der Birnen = Gesamtwert
4x + 2y = 5,60
[Erlduterungen:

1 Apfel — x, also: 4 Apfel — 4x.
1 Birne — y, also: 2 Birnen — 2y.]

¢) Zusammengefasst:
3x+4y =17,2
4x+2y =5,6

3. Gleichungssystem Idsen

a) Entferne x
x+4y =72 |4
4x+2y = 5,6 |3
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12x+16y = 28,8
12x+ 6y = 16,8 |oben—unten

10y =12 [:10
y=12

b) Setze y=1,2 in die erste Gleichung ein

3x+4y =7,2  |y=1,2 einsetzen
3x+4-1,2 =7,2  |ausrechen
3x+4,8=7,2 |48
3x=24 |3
x=0,8

Also: x=0,8, y=1,2

Antwort
Ein Apfel kostet 0,80 € und eine Birne 1,20 €.

Das folgende Beispiel ist eine Aufgabe, die aus Neubabylonien,
(ca. 300 v. Chr.) stammt.

Beispiel 2

Zwei Felder haben zusammen eine Fliche von 1800 Flichen-
einheiten. Auf einem der Felder werden 2/3 Scheffel Korn pro
Flicheneinheit erwirtschaftet. Das Andere Feld hat einen Ertrag
von 1/2 Scheffel pro Flicheneinheit. Wie grof3 ist jedes Feld,
wenn die gesamte Kornproduktion 1100 Scheffel betrégt?

Losung

1. Unbekannte benennen

x = Flacheninhalt von Feld 1
y = Flacheninhalt von Feld 2
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2. Gleichungen aufstellen

a) Gesamtfliche

Fliche von Feld 1 + Fliche vonFeld2 = Gesamtfliche

x + v = 1800
b) Gesamtertrag
ErtragvonFeld1 + ErtragvonFeld2 = Gesamtertrag
2 1 _
3 x + 4 = 1100
[Erlduterungen:

Feld 1:
1 Fldcheneinh. —» % Scheffel, also: x Flicheneinh. —» %x Schef.

Feld 2:
1 Fldcheneinh. — % Scheffel, also: y Flicheneinh. — % y Schef.]

Zusammengefasst erhalten wir das lineare Gleichungssystem:
x + y = 1800
%x + Ly~ 1100

3. Gleichungssystem Idsen

a) Vereinfache die zweite Gleichung (Briiche loswerden)

x + y = 1800

2 1 _ .
3* + 5y = 1100 |3
x + y = 1800

2x + L5y = 3300
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b) Entferne x
x + y = 1800 |2
2x + L5y = 1100

2% + 2y = 3600

2x + 1,5y = 3300 |oben—unten
0,5y = 300 |:0,5 (oder: -2)
y = 600

¢) Setze y =600 ein in die erste Gleichung

x + y = 1800 |y=600 einsetzen
x + 600 = 1800 |-600
x = 1200
Also:
x=1200
¥y =600
Antwort

Das Feld 1 hat 1200 Flicheneinheiten und das Feld 2 hat 600
Flacheneinheiten.

2.5 Gleichungssysteme ohne eindeutige Losung

Alle bisher betrachteten linearen Gleichungssysteme haben eine
eindeutige Losung, d.h. fiir jede der beiden Unbekannten war nur
ein Wert richtig. Es gibt jedoch lineare Gleichungssysteme, die
tiberhaupt keine Losung besitzen, und solche die (unendlich) viele
Losungen zulassen.
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Lineare Gleichungssysteme ohne Lisung

Das einfachste lineare Gleichungssystem, das keinerlei Losung
besitzt ist folgendes:

x+y=1
x+y=0

Egal welche Werte man fiir x und y einsetzen mag, man wird
niemals erreichen konnen, dass die Summe zugleich 1 und 0 ist.
Die Gleichungen widersprechen sich. Bei anderen unlsbaren
linearen Gleichungssystem liegt derselbe Widerspruch zugrunde,
meist allerdings nicht so offensichtlich. Erst nach den ersten
Losungsschritten tritt dann der Widerspruch zutage, und damit
auch die Unlosbarkeit:

Wir bearbeiten das lineare Gleichungssystem
2x+6y =2
3x+9y =1
mit dem Additionsverfahren und entfernen zunichst x:
2x+6y =2 [-3
3x+9y =1 [-2

6x+18y = 6
6x+18y =2

Hier ist der Widerspruch bereits erkennbar, denn der Ausdruck
6x+18y

kann nicht zugleich 6 und 2 sein. Setzt man das Additions-
verfahren fort, so erscheint der Widerspruch in kiirzeren und noch
klareren Form:
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6x+18y =6
6x+18y =2 | oben —unten
0=14

Unlgsbare lineare Gleichungssysteme liefern beim Losungs-
versuch stets falsche Aussagen wie 0= 4. Dies trifft auch bei der
Durchfithrung der anderen Losungsverfahren zu.

Lineare Gleichungssysteme mit vielen Lésungen
Ein einfaches lineares Gleichungssystem, das offensichtlich viele
Losungen besitzt ist folgendes:
x+y =10
x+y =10
Das Gleichungssystem besteht eigentlich nur aus einer einzigen
Gleichung:
x+y =10
In der Einfiihrung haben wir bereits mehrere Losungen fiir diese
Gleichung notiert, u.a.:
1+9=10 (x=1,y=9)
2+8=10 (x=2,y=98)
3+7=10 (x=3,y=7)
Tatsichlich kann man den Wert einer der Unbekannten (zum
Beispiel y) frei wihlen. Daraus kann man dann den Wert der
anderen Unbekannten (zum Beispiel x) berechnen, indem man die
Gleichung nach x auflost:
x+y =10 |-y
x=10-y (y frei wihlbar)

Die Formulierung
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x=10-y (y frei wihlbar)

stellt die unendlichen vielen Lésungen dar und wir auch als
allgemeine Ldsung bezeichnet. Einige konkrete Losungen sind
beispielsweise:

y=1

x=10-y =10-1=9
y=2

x=10-y =10-2 =8
y=17,4
x=10-y=10-7,4 = 2,6

Meist erkennt man erst im Laufe des Losungsweges, dass das
Gleichungssystem mehrere Losungen besitzt. Wir betrachten ein
Beispiel dazu:

Beispiel

Lose das lineare Gleichungssystem:
2x+6y =4
3x+9y =6

Losung 1 (Additionsverfahren)

Wir versuchen, die Unbekannte x zu entfernen:
2x+6y =4 [-3
3x+9y =6 |-2

6x+18y = 12
6x+18y = 12

Das Gleichungssystem besteht aus nur einer Gleichung, Wir
betrachten y als frei wihlbar, und 16sen nach x aufldsen:

32



Lineare Gleichungssysteme

6x+18y =12 |-18y
6x =12-18y |:6
x=2-3y (y frei wihlbar)

Die allgemeine Lésung des Gleichungssystems ist also:
x=2-3y (y frei wihlbar)

Lisung 2 (Einsetzungsverfahren)

1. Wir 16sen die erste Gleichung nach x auf:

2x+6y = 4 | -6y
2x =4-6y |[:2
x=2-3y

2. Wir setzen das Ergebnis in die zweite Gleichung ein:

x=2-3y
eingesetzt in
3x+9y =6
ergibt
32-3y)+9y =6 | ausmultiplizieren
6-9y+9y =6 | zZusammenfassen
6=6

Die Unbekannte y ist verschwunden und nicht berechenbar. Im
Hinblick auf das Ergebnis des ersten Losungsweges interpretieren
wir das Verschwinden von y so, dass y frei wihlbar ist (keiner
Bedingung/Gleichung unterworfen ist). Die allgemeine L&sung
des Gleichungssystems ist also: x = 2—3y (y frei wihlbar).

Anmerkung:

Bei der Losung von linearen Gleichungssystem ohne oder mit
vielen Losungen ist das Additionsverfahren besonders durchsich-
tig und liefert gut interpretierbare Ergebnisse. Die Einsetzungs-
und Gleichsetzungsverfahren gestalten sich dagegen schwieriger.
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2.6 Determinanten und Cramersche Regel

Die Cramersche Regel ist eine Formel zur Losung linearer
Gleichungssysteme. In der Mathematik gewinnt man Formeln oft
dadurch, dass man ein Problem in allgemeiner Formulierung (mit
Buchstaben statt konkreter Zahlen) 15st. Die Ergebnisse sind dann
keine konkrete Zahlen, sondern allgemeine Formeln. Auf diese
Weise kann man auch die Cramersche Regel herleiten.

Lisung des allgemeinen linearen Gleichungssystems

Wir werden das Additionsverfahren auf das allgemeine lineare
Gleichungssystem mit zwei Unbekannten anwenden:

ax+by = e

cx+dy = f

Hierbei sind die Koeffizienten (Vorzahlen) mit a, b, ¢, d bezeich-
net worden, und die rechten Seiten der Gleichungen mit ¢ und f.

Zunichst entfernen wir x:

ax + by = e |-¢

ex+dy=f |a

acx + bcy = ce

acx + ady = af | unten— oben

ady — bey = af —ce | ¥ ausklammern
(ad—bc)y = af —ce

Wenn ad —be nicht 0 ist, kdnnen wir durch ad —bc dividieren:

(ad—bc)y = af —ce |: (ad —bc)
_af —ce
Y = ad—bc
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Nun entfernen wir y:

ax + by = e

x +dy=f

adx + bdy = de
bcx + bdy = bf | oben —unten
adx — bex = de—bf | x ausklammern

(ad —-bc)x = de—bf

S

Wenn ad —be nicht 0 ist, konnen wir durch ad —bc dividieren:

(ad —bc)x = de—bf |: (ad —bc)
_de-bf
* = ad—be

Unter der Voraussetzung, dass ad —bc # 0, hat das lineare Glei-
chungssystem also die Losung:

_de—bf _af —ce
* = ad—be und y = ad—bc’

Wir haben zwar Lsungsformeln erhalten, sie sind jedoch in dieser
Form schwer zu merken und nicht sehr erhellend. Die Aufgabe ist
jetzt, die dahinter liegende schéne und einfache Struktur heraus-
zuarbeiten.

Die Struktur der Lisungsformeln
Es fillt auf, dass die beiden Nemner in den Losungsformeln
iibereinstimmen:

_ de—bf _af —ce
*= ad—be und y = ad—bc

Ferner kommen in ihnen ausschlieflich die Koeffizienten der
Unbekannten im Gleichungssystem vor:
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ax+by = e

cx+dy = f
Der Nenner ad —bc berechnet sich aus den Koeffizienten

a b
c d

einfach, indem man iiber Kreuz multipliziert und abzieht. Der so
berechnete Wert wird als Determinante des quadratischen
Zahlenschemas bezeichnet und wie folgt geschrieben:

a b
c d

’ = ad-bc

Das Rechenprinzip ist Produkt der Hauptdiagonale (von links
oben nach rechts unten) minus Produkt der Nebendiagonale (links
unten nach rechts oben), bildlich ausgedriickt:

TR

Der Nenner der Lsungsformel ist also einfach die Determinante
der Koeffizienten der Unbekannten.

Wir untersuchen nun die Zghler der Losungsformeln. Sie sind
nicht gleich, haben jedoch dieselbe Gestalt wie der Nenner,
némlich Differenz von Produkten. Dies legt den Versuch nahe, sie
ebenfalls als Determinanten zu deuten. Wenn man die Anordnung
der Zahlen im Gleichungssystem weitgehend beibehilt, findet man
tatsdchlich folgende Determinanten:

a e

Zahler des Ausdrucks fiiry: af —ce = 7
c
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Zzhler des Ausdrucks fiirx: de—bf =

e b
f d
Vergleicht man die beiden Determinanten, so erkennt man eine
einfache GesetzmiBigkeit:
Beide Determinanten gehen aus der Determinante

a b
c d

der Koeffizienten hervor, indem man jeweils eine Spalte ersetzt
durch die rechts im Gleichungssystem stehende Spalte:

e
f

Beim Zzhler der ersten Unbekannten wird die erste Spalte ersetzt.
Beim Z#hler der zweiten Unbekannten wird die zweite Spalte
ersetzt.

Die mittels Determinanten formulierten und einfach strukturierten
Losungsformeln sind als Cramersche Regel bekannt. Sie sind auch
auf mehrere Unbekannte {ibertragbar.

Unsere Uberlegungen zeigen, dass Mathematik mehr ist als die
Gewinnung blinder Formeln wie

.= de—bf _af —ce
" ad—bc " ad-bc’
Erst eine Analyse bringt die verborgene Struktur ans Licht, die zu

tieferen und verallgemeinerungsfihigen Einsichten wie der Cra-
merschen Regel fiihrt.

oder y

Auf der nichsten Seite fassen wir nun unsere Ergebnisse fiir den
praktischen Gebrauch zusammen.
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Cramersche Regel

Das lineare Gleichungssystem

ax+by = e
cx+dy = f
hat die Lésung
e b a e
_|fd e f
*=Ta b und -y = a b
c d d

Hierbei wird vorausgesetzt, dass der Nenner nicht Null ist.
Erlduterung zur Struktur:
Determinante der Koeffizienten,

aber die erste Spalte ersetzt
Determinante der Koeffizienten

erste Unbekannte =

Determinante der Koeffizienten,
aber die zweite Spalte ersetzt

Determinante der Koeffizienten

zweite Unbekannte =

Determinanten
Die Determinante eines quadratischen Zahlenschemas ist
a b
= ad —bc
c d

Das Rechenprinzip ist:

ANV

c d
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Wir betrachten nun zwei Beispiele.

Beispiel 1
) ) 21
Berechne die Determinante 5"
Losung
21
=2.-5-31=10-3=17.
35
Beispiel 2
Lose das lineare Gleichungssystem
2x+3y =17
x+2y =8
Losung
7 3
|8 2] 7-2-83 14-24 10 _
Y= 32231 43 ~ 1 - 1°
1 2
2 7
|1 8 _2-8—1-7_16_7_2_9
Y2 3 T22-31" 43 "1
1 2

Die Losung ist also: x=-10, y=9.

Die Cramersche Regel fiihrt unter der Voraussetzung, dass die
Determinante der Koeffizienten ungleich Null ist, zu einer
einzigen Lsung. An dieser Determinante kann man erkennen, ob
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das Gleichungssystem eine einzige Lésung besitzt. Dies hat zur
Bezeichnung Determinante gefiihrt, denn die Determinante
bestimmt (determiniert) die Art des linearen Gleichungssystems
(eine, keine oder viele Lésungen).

Koeffizienten-Determinante Null

Wenn die Determinante der Koeffizienten Null ist, kann die
Division im letzten Schritt der Herleitung der Cramerschen Regel
nicht durchgefiihrt werden. Als Ergebnis der Herleitung bleiben
die Gleichungen:

e b
f d

a e

c f

X

c d c d

a b’z

‘undy

4

Ist die Koeffizienten-Determinante

b
‘ = 0, so folgt:
c d

a e

c f

0=

ebund0=
f d

Wenn eine dieser beiden Determinanten aber micht 0 ist, ergibt
sich eine falsche Aussage. Dies bedeutet, dass das Gleichungs-
system keine Losung besitzt.

Wenn alle Determinanten Null sind, sind die beiden Gleichungen
des linearen Gleichungssystems identisch, und es gibt unendliche
viele Lsungen. Folgende Uberlegungen machen dies plausibel:

Wir tun den ersten Schritt beim Entfernen von x im Rahmen des
Additionsverfahrens:

ax+by = e | ¢
cx+dy=f |a

Das Gleichungssystem sieht dann so aus:
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acx+bcy = ce

acx+ady = af
Da die Determinanten Null sind, haben wir
b
@ 21— ad—bc = 0, also: ad =bc,
c d
a4 ; = af —ce = 0, also: af =ce.

Die obigen Gleichungen sind also identisch. Das Gleichung-
ssystem besteht aus einer Gleichung und zwei Unbekannten und
hat somit unendliche viele Losungen (eine Unbekannte ist frei
wihlbar).

Zusammenfassung
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
ax+by = e
cx+dy=f
Die Anzahl der Lésungen hingt vom Wert der Determinanten ab:
1. Wenn a4 d # 0, dann gibt es genau eine Losung.
c
a b . . . .
2. Wenn d‘ = 0, dann gibt es zwei Moglichkeiten:
c
e b a e .
a) Wenn =0 und = 0, dann gibt es
f d c
unendlich viele Losungen.
e b e .
b) Wenn # 0 oder # 0, dann gibt es
f d c

keine Lisung.
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Beispiel 3

Lose das lineare Gleichungssystem:
2x+6y =2
3x+9y =1

Losung

Die Determinante der Koeffizienten ist:

2 6
=2-9-3.6=18-18=0
39

6
Da aber 9 =2-9-1-6 =18—-6 =12 # 0, hat das Glei-

chungssystem keine Losung.

Beispiel 4

Lose das lineare Gleichungssystem:
2x+6y =4
3x+9y =6

Losung

Die Determinante der Koeffizienten ist Null:
2 6

=2-9-3.6=18-18=0
3 9
Ebenfalls Null sind:
4 6
6 9
2 4

=2.6-3-4=12-12=0
s

‘ =4.9-6-6=36-36=0

Das Gleichungssystem hat also unendlich viele Losungen. Wir
berechnen die allgemeine Losung, indem wir y als frei wihlbar
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betrachten und die erste Gleichung nach x auflésen:

2x+6y = 4 | -6y
2x = 4-6y |:2
x =2-3y (p frei wihlbar)
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Aufgaben

Aufgaben zu Kapitel 2.1 bis 2.3

Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme von zwei

Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Die Unbekannten heiflen meist x und y, konnen aber beispiels-

weise auch @ und b, oder x; und x,

1. x+3y =3
x+4y = 2

3. 3x+y =1
Tx+2y =1

5. x +3y =2
3x+10y = 4

7. 2x-3y = 4
5 +7y = 9

9. 2x+3y = 18
3x+4y = 25

11. 2x -3y =7
5x+4y = 6

13, v+ w = 1
Tv +2w = 24

15. 2,46x + 4,63y = 0,45
L44x + 0,54y = 4,34

17. y = x+1
2x -3y = 1

44

2.

10.

12.

14.

16.

18.

lauten.

x+2y =5
x+3y =7

—TJa—-5b = 8
—4a +3bh = -13

69
44

-3x -7y =
5 —6y =

4x — 3y
3x -2y =

|
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19. x = 15y-1 20. 2x +6y = 10
Bx+4y = 4 —O9x +5y = 13
21. —4x -6y = -12 22. 9x+6y = 99
5 —9y = 48 3x +8y = -3
23. 2x -8y = 14 24. 8x +7y = 26
9% +4y = -17 —-6x -5y = 20
25. 7x +2y = 66 26. 3x +9y = 57
—-6x +8y = -8 —2x + 8y = 88
27. -16x +19y = 77 28. 3x + 7y = -14
-7x — 8y =50 —16x —-17y = 27
29. 17x + 6y = 64 300 3x +13y =79
—11x + 9y = 23 —15x - 16y = 71
Aufgaben zu Kapitel 2.4

1. Die Summe zweier Zahlen betréigt 24, ihre Differenz 7. Welche
Zahlen sind es?

2. Peter Schmidt zahlt 2,80 € fiir zwei Apfel und drei Birnen.
Seine Nachbarin Anja Neufit kauft beim selben Marktstand drei
Apfel und vier Birnen der gleichen Art. Sie bezahlt 3,90 €. Wie
viel kostet ein Apfel? Was kostet eine Birne?

3. Der gelangweilte Bauer Jupp Rheinstall hat die Beine all seiner
Schafe und Hiihner zusammengez#hlt und 976 herausbekommen.
Er hat auch (sic!) die Augen all seiner lieben Schafe und Hiihner
addiert und 798 davon gezihlt. Wie viele Schafe und Hiihner hat
Bauer Rheinstall?

4. Ein Apfel kostet 0,50 € und eine Birne 0,60 €. Frau Miiller
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kauft Apfel und Birnen, insgesamt 25 Friichte. Sie zahlt dafiir
13,50 €. Wie viele Apfel und wie viele Birnen hat sie gekauft?

5.In einem Abstellraum befinden sich zahlreiche Spinnen und
Fruchtfliegen, insgesamt 59. Zusammen haben sie 390 Beine.
Wie viele Spinnen und wie viele Fliegen befinden sich im Raum?

6. Eine Brieftasche enthilt Geldscheine zu 20 € und 50 €. Der
Gesamtbetrag der insgesamt 35 Scheine belduft sich auf 1330 €.
Finden Sie die Anzahl der Geldscheine von jeder Sorte.

7. Von 1532 verkauften Konzerttickets, waren 481 erméBigt. Der
Gesamterlos betrug 13396 €. Einen Tag spdter wurden 947
normale und 426 erméBigte Tickets verkauft und dafiir 12026 €
eingenommen. Wie viel kostet ein erméBigtes Ticket und wie viel
ein normales?

8. Atome bestehen aus dem Atomkern und der Atombhiille. Die
Atomhiille enthdlt Elektronen. Der Atomkern besteht aus
Protonen und Neutronen. Ein Proton besteht aus 2 Up-Quarks
und 1 Down-Quark. Ein Neutron besteht aus 1 Up-Quark und 2
Down-Quarks. Wie grofl ist die elektrische Ladung von
Up-Quark und Down-Quark, wenn die Ladung eines Protons 1
betrigt und die eines Neutrons 07

9. Zwei Felder haben zusammen eine Fliche von 1800 m2 Auf
einem der Felder werden 2/3 Scheffel Korn pro Quadratmeter
erwirtschaftet. Das Andere Feld hat einen Ertrag von 1/2 Scheffel
pro Quadratmeter. Wie groB} ist jedes Feld, wenn die gesamte
Kornproduktion 1100 Scheffel betrégt?

(Diese Aufgabe stammt aus Neubabylonien, ca. 300 v. Chr.)

10. Ein Liter Vollmilch enthdlt 3,5 % Fett, ein Liter fettarme
Milch immerhin 1,5 %. Der wunderliche Kevin Altdorfer hat
beide Milchsorten gemischt und so ein Liter Milch mit 2 % Fett
bekommen. Wie viel Vollmilch und wie viel fettarme Milch hat er
genommen?
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11. Der exzentrische Ronny Neudeutsch méchte ein Glas Milch
(0,2 Liter) mit einem nicht handelsiiblichen Fettgehalt von 1%
trinken. Dazu mischt er Vollmilch (3,5 % Fettgehalt) mit
entrahmter Milch (0,3 % Fettgehalt). Wie viel Vollmilch muss
Ronny in sein Glas gieBen?

12. Um eine Tonne des Erzeugnisses E1 herzustellen, benétigt ein
Betrieb 5t des Rohstoffes R1 und 3t des Rohstoffes R2. Die
Produktion einer Tonne des Erzeugnisses E2 erfordert 3t des
Rohstoffes R1 und 2 t von R2.

Wie viele Tonnen von den Erzeugnissen E1 und E2 miissen
hergestellt werden, damit beide vorhandenen Rohstoffe (R1: 62 t;
R2: 39 t) aufgebraucht werden?

13.Sven Raffzahn mdochte versilberte Miinzen aus einer
Blei-Zink-Legierung herstellen und als Silbermiinzen verkaufen.
Wie viel Kubikzentimeter Blei und Zink muss Raffzahn
verschmelzen, um ein Kubikzentimeter Legierung zu gewinnen,
die wie Silber eine Dichte von 10,50 g/cm® hat? (Dichte von
Blei: 11,34 g/cm?, Dichte von Zink: 7,13 g/cm?®)

14. Nach einem schweilitreibenden FuBlballtraining sitzt Harald
Halbspecht mit seinen Sportfreunden in der Kneipe und trinkt ein
groBes Alsterwasser (Kolsch mit Limonade, 0,4 Liter). Der
Alkoholgehalt seines Getriinkes betrdigt 2%. Wie viel Kolsch
(4,8 % Alkohol) enthilt sein Glas?

Aufgaben zu Kapitel 2.5

1. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x+y =35
2x+2y =10

2. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

47



Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

5
12

x +y
2x + 2y

3. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

12
8

6x + 9y
4x + 6y

4. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

12
10

6x + 9y
4x + 6y

5. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

2x —4y = 6
=5x+10y = -15

6. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

5x+10y = 25
3x+ 6y =15
Aufgaben zu Kapitel 2.6

1. Berechne die folgenden Determinanten:

11 2 3 32
a)23‘ b)ss‘ °)23‘
2 7 43 2 10
s 3 Dla 13 1s

2. Berechne die folgenden Determinanten:
1 2’ a b’ 0 4‘

D, a b P

b)

438

d

0 a

d
)Ob
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a a

©) b b

f)

33
55

g)‘1 5’

3 5
el o5

-3 5

3.Lése die Aufgaben zu Kapitel 2.1 bis 2.3 mithilfe der
Cramerschen Regel.

4. Berechne die Determinante der Koeffizienten der linearen
Gleichungssysteme aus den Aufgaben zu Kapitel 2.5.
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3. Gleichungssysteme mit drei Unbekannten

Beim Lsen von linearen Gleichungssystemen mit drei und mehr
Unbekannten ist ein systematisches Vorgehen unverzichtbar, weil
man sonst leicht den Uberblick verliert und nicht zum Ziel kommt.
Wir betrachten hier die Elimination nach Gaufs und Gauf3-Jordan,
die eine systematische Umsetzung des Additionsverfahrens sind.
Wie in der Einfithrung bereits erwihnt, war die Methode bereits
den Chinesen (200 v. Chr.) bekannt. In Europa wurde sie von der
zur Mode gewordenen Cramerschen Regel verdringt. Gaul3 hat
das Eliminationsverfahren wieder aufgegriffen, weil es effizienter
als die Cramersche Regel ist. Seitdem ist die Elimination mit dem
Namen Gaull verbunden, obwohl er nicht ihr Schopfer ist.

Alle in einem linearen Gleichungssystem vorkommenden Zahlen
kann man in Form eines rechteckigen Schemas schreiben, das als
erweiterte Koeffizientenmatrix bezeichnet wird. Damit werden
lineare Gleichungssysteme noch iibersichtlicher und schneller
l16sbar, und man kann Losungsprogramme fiir Computer schrei-
ben.

In einem cher kurz gehaltenen Abschnitt werden wir schlieBlich
auf die Cramersche Regel bei drei Unbekannten eingehen.

3.1 Elimination nach GauB}

Der Grundgedanke der Elimination kann in einem einzigen Satz
zusammengefasst werden:

Benutze die erste Gleichung, um die erste Unbekannte aus allen
nachfolgenden Gleichungen zu entfernen.

Das Titelblatt des Buches stellt diesen Ansatz in anschaulichen
Bildern dar:
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Die Unbekannte wird wie beim Additionsverfahren entfernt. Man
erhilt ein kleineres lineares Gleichungssystem, das eine Unbe-
kannte weniger enthdlt. Nun kann derselbe Ansatz auf das kleine
System angewendet werden. Es bleibt schlieBlich nur eine
Unbekannte iibrig, und diese kann man dann miihelos berechnen.
Durch Einsetzen der konkreten Ergebnisse in die vorangehenden
Gleichungen, lassen sich alle Unbekannte berechnen. Die
Einzelheiten des Verfahrens zeigen wir nun an konkreten linearen
Gleichungssystemen:

Beispiel 1 (Methode)
Lose das lineare Gleichungssystem:

2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 13z = 20
x +3y+ 8 =11

Losung

1. Benutze die erste Gleichung (als Werkzeug), um aus den
nachfolgenden Gleichungen die erste Unbekannte (nfimlich x) zu
entfernen:
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2x + 4y + 6z = 8
3x+8y+13z=20a
x +3y+ 82 =11

a) Entferne x aus der zweiten Gleichung:

2x + 4y + 6z = 8 [-3
3x + 8y + 13z =20 |2

6x + 12y + 18z = 24
6x + 16y + 26z = 40 | unten —oben
4y + 8z =16

b) Entferne x aus der dritte Gleichung:

2x + 4y + 6z = 8
x +3y + 8z =11 [-2

2x + 4y + 6z = 8
2x + 6y + 16z = 22 |unten—oben
2y +10z = 14

Wir erhalten somit ein kleines lineares Gleichungssystem mit den
zwei Unbekannten y und z:

4y + 8z =16

2y +10z =14

Auf dieses kleine System wird nun nochmals dieselbe Methode
angewendet.

2. Benutze die erste kleine Gleichung (als Werkzeug), um aus der
nachfolgenden Gleichung die erste Unbekannte (nimlich y) zu
entfernen:

4y + 8z =16 |-2
2y +10z =14 |4

53



Lineare Gleichungssysteme mit drei Unbekannten

8y + 16z = 32
8y + 40z = 56 | unten —oben
24z =24  |:24
z =1

3. Setze z=1 in die erste kleine Gleichung ein:

4y + 8z =16 | z=1 einsetzen
4y + 8-1=16
4y + 8 =16 |-8

4y = 8 |:4

y =2

4. Setze y=2 und z=1 in die erste grofle Gleichung ein:

2x + 4y + 6z = 8 | y=2, z=1 einsetzen
2x +4-2+6-1= 8
2x+ 8 + 6 = 8
2x + 14 = 8 |-14
2x = -6 |:2
x =-3
Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung:
x=-3
y=2
z=1

Man kann das Vorgehen bei der Losung von Beispiel 1 noch
optimieren, indem man die Werkzeug-Gleichungen normiert. Die
Normierung besteht darin, dass die betrachtete Unbekannte von
ihrer Vorzahl befreit wird. Das verringert den Rechenaufwand und
erlaubt eine noch kiirzere Schreibweise, die schlielich in der
erweiterten Koeffizientenmatrix miindet.

Im n#chsten Beispiel greifen wir das lineare Gleichungssystem
von Beispiel 1 wieder auf, 16sen es aber nun mit normierten
Werkzeug-Gleichungen. Der Ubersichtlichkeit halber schreiben
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wir immer das gesamte Gleichungssystem mit, auch wenn nicht
alle Gleichungen bearbeitet werden.

Beispiel 2 (Normierung)
Lose das lineare Gleichungssystem:

2x + 4y + 6z = 8

3x + 8y + 13z =20

x +3y+ 82 =11
Losung
1. Benutze die erste Gleichung (als Werkzeug), um aus den
nachfolgenden Gleichungen die erste Unbekannte (ndmlich x) zu
entfernen:

3x + 8y + 13z = 20

2x + 4y + 6z = 8)
x +3y+ 8 =11

a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

2x + 4y + 6z = 8 [:2
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 8 =11

x +2y+ 3z 4
3x + 8y + 13z = 20
x +3y+ 8 =11

b) Entferne x aus der zweiten und dritten Gleichung:

x +2y+ 3z =4
3x + 8y + 13z = 20 | —3-Gleichung 1
x +3y + 8 =11 | — Gleichung 1

x+2y+3z=4
2y + 4z =8
y +5z=17
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Die zwei letzten Gleichungen bilden nun ein kleines lineares
Gleichungssystem mit den zwei Unbekannten y und z:

2y + 4z =8

y +5z=17

Auf dieses kleine System wird nun nochmals dieselbe Methode
angewendet.

2. Benutze die erste kleine Gleichung (als Werkzeug), um aus der
nachfolgenden Gleichung die erste Unbekannte (nimlich y) zu
entfernen:

a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

x+2y+3z=4
2y + 4z = 8 [:2

y +5z=7
x+2y+3z=4
y +2z=4
y +5z=7

b) Entferne y aus der zweiten kleinen Gleichung:

x+2y+3z=4

y +2z=4
y +52=17 | — Gleichung 2
x+2y+3z=4
y +2z=4
3z=3 |:3
x+2y+3z=4
y +2z=4
z =1

Bei den weiteren Berechnungen benutzen wir dieses erheblich
vereinfachte lineare Gleichungssystem.
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3. Setze z=1 in die zweite Gleichung ein:

y+ 2z =4 | z=1 einsetzen
y+21=4
y+ 2 =4 |2

y =2

4. Setze y=2 und z=1 in die erste Gleichung ein:

x+ 2y +3z =4 | ¥ =2, z=1 einsetzen
x+22+31=4
x+ 4 + 3 =4
x +7 =4 | -7
x =-3

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lsung:

-3
2
1

N
[Tl

3.2 Elimination nach GauB-Jordan

Bei der GauB-Elimination f#llt eine Uneinheitlichkeit auf: In den
ersten Schritten werden Unbekannte auf iibersichtliche Weise
eliminiert, in den abschlieBenden Schritten werden Ergebnisse
eingesetzl.

Nach Jordan (1838-1922) kann dieses Einsetzen von Werten
ebenfalls als Elimination von Unbekannten aufgefasst und
geschrieben werden. So gelangt man zur sogenannten Elimination
nach GauB-Jordan. Die Reihenfolge der Elimination nach Jordan
ist umgekehrt, von unten nach oben und von der letzten zur ersten
Unbekannten. Wir erldutern dieses Verfahren anhand des bereits
oben geldsten linearen Gleichungssystems.
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Beispiel (GauB-Jordan)
Lose das lineare Gleichungssystem:

2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 13z = 20
x +3y+ 8 =11

Losung

1. Benutze die erste Gleichung (als Werkzeug), um aus den
nachfolgenden Gleichungen die erste Unbekannte (nfimlich x) zu
entfernen:

a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

2x + 4y + 6z = 8 [:2
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 8 =11

x +2y+ 3z 4
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 8 =11

b) Entferne x aus der zweiten und dritten Gleichung:

x +2y+ 3z 4
3x + 8y + 13z =20 | —3-Gleichung 1
x +3y+ 8 =11 | — Gleichung 1

x+2y+3z=4
2y + 4z =8
y +5z=7

2. Benutze die zweite Gleichung (als Werkzeug), um aus der
dritten Gleichung die zweite Unbekannte (nfimlich y) zu entfernen:
a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

x+2y+3z=4
2y +4z=8 |2
y +5z=7
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x+2y+3z=4
y +2z=4
y +5z=7

b) Entferne y aus der dritten Gleichung:
x+2y+3z=4

y +2z=4
y +5z2=7 | — Gleichung 2
x+2y+3z=4
y +2z=4
3z=3 [:3
x+2y+3z=4
y +2z=4
z =1

3. Benutze die dritte Gleichung (als Werkzeug), um aus den
vorigen Gleichungen die Unbekannte z zu entfernen:

x+2y+3z=4 | —3- Gleichung 3
y +2z=4 | — 2-Gleichung 3
z =1
x+ 2y =1
y =
z =1

4. Benutze die zweite Gleichung (als Werkzeug), um aus der
ersten Gleichung die Unbekannte y zu entfernen:

x+ 2y =1 | —2-Gleichung 2
y

z=1

Man erhilt:
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x =-3
y =2
z=1

Damit ist das lineare Gleichungssystem gelost.

3.3 Die erweiterte Koeffizientenmatrix

Die eigentlichen Informationen eines linearen Gleichungssystems
stecken in den Koeffizienten (Vorzahlen) der Unbekannten und in
den Werten auf der rechten Seite.

Beispielsweise bilden die Koeffizienten des Gleichungssystems

2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 13z = 20
x +3y+ 8 =11

folgendes rechteckige Zahlenschema

246
3 813
13 8

Dies ist die Koeffizientenmatrix. Jedes rechteckige Zahlensche-
ma dieser Art wird als Marrix bezeichnet. Die Determinanten
beruhen auf Matrizen, was auch den Namen Marrix (lat. Gebdr-
mutter) erklirt.

Fiigt man zur Koeffizientenmatrix die Zahlen auf der rechten
Seite des Gleichungssystems hinzu, so erhélt man die sogenannte
erweiterte Koeffizientenmatrix:

24 6|8
3 8 13|20
13 8|11

Aus den Gleichungen des Gleichungssystems werden Zeilen der
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erweitern Koeffizientenmatrix. Die Elimination nach Gaul oder
GauB-Jordan kann nun anhand der Koeffizientenmatrix kurz und
iibersichtlich durchgefiihrt werden:

Beispiel

Lose das lineare Gleichungssystem
2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 82 =11

Anhand der erweiterten Koeffizientenmatrix.

Lisung 1 (ausfiihrlich)

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist:

2 4 6|8
3 8 13|20
1 3 8|11
1. Normiere die erste Zeile:
24 6|8 . . 12 3|4
3 8 13|20 |—ZeeD:2 13 g 13|20
1 3 8(11 13 811

2. Benutze die erste Zeile, um die erste Unbekannte (erste Spalte)
aus den unteren Gleichungen zu entfernen:

12 314 ZeZil?123— 3-ZZ;ile11 12 34
3 8 13|20 crec e 510 2 4|8
13 8|11 015]|7

Das Fehlen der ersten Unbekannten in der zweiten und dritten
Gleichung driickt sich in den Nullen aus, die in der ersten Spalte
stehen.
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3. Normiere die zweite Zeile:

1 2 3|4 . . 1 2 3|4
02 4|8 (Zeile 2):2 01 2|4
015]|7 015|7

4. Benutze die zweite Zeile, um die zweite Unbekannte (zweite
Spalte) aus der untersten Gleichung zu entfernen:

12 3|4 . . 1 2 3(4
01 24 Zeile 3 —(Zeile 2) S0 1 204
0157 00 3|3

An dieser Stelle ist die GauB-Elimination beendet. Die restlichen
Schritte sind Teil der Elimination nach Gauf3-Jordan.

4
4
1

6. Benutze die dritte Zeile, um die dritte Unbekannte (dritte
Spalte) aus den oberen Gleichungen zu entfernen:

5. Normiere die dritte Zeile:

1234) (123
01 2|43 1o 1 2
00 3|3 001

12 34 Zeile 1 — 3- Zeile 3 1 20]1
01 24 Zeile 2 — 2- Zeile 3 5101 0l2
001]1 0011

7. Benutze die zweite Zeile, um die zweite Unbekannte (zweite
Spalte) aus der obersten Gleichung zu entfernen:

1 . . 1 00(-3
5 Zeile 1-2 - (Zeile 2) slo010!2
1 011

120
010
001
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Damit ist auch die Elimination nach GauB-Jordan beendet. Die
erweiterte Koeffizientenmatrix muss nach als Gleichungssystem
umgeschrieben werden:
x +0y+0z=-3
Ox+ y +0-z=2
O-x+0-y+ z =1
Also:
x=-3
y=2
z=1

Das Gleichungssystem ist damit gelost.

Lisung 2 (kurz)

1. Elimination nach Gauf}
24 68 (1234
3 8 13|20 |—Z#eD:2 13 g 13|20
13 8|11 13 8|11
Zeile 2 — 3 Zeile 1
Zeile 3 — Zeile 1 .
12314 (1234
02 48| Zi#D:2 151 24
01 5|7 01 5|7
Zeile 3 — Zeile 2 .
1234 (1234
01 24| %3 141 24
00 3|3 00 1|1

2. Elimination, Fortsetzung nach Jordan

Nun werden die Elemente oberhalb der Diagonale auf null
gebracht:
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12 13]4 Zeile 1 — 3- Zeile 3 1201
01 24 Zeile 2 — 2-Zeile 3 sl01 0l2
0011 0011
. . 10 0|3
Zeile 1 — 2-Zeile 2 slo010!2
0011
Also:
x=-3
y=2
z=1

Wir schlieBen mit zwei ergidnzenden Erlduterungen:

Anmerkung 1
Durch die Anwendung des Eliminationsverfahrens wird die Koef-
fizientenmatrix in eine Diagonalmatrix umgeformt:

100
010
001

Eine Diagonalmatrix enthilt auBerhalb der Hauptdiagonalen nur
Nullen.

Die Elimination nach GauB} erzeugt zunéichst Nullen unterhalb der
Hauptdiagonalen (untere Dreiecksmatrix):

*
*

*

* ok Kk | % Siminati 1 * *|x%
R Gaup3 - Elimination S0 1 #|=*
* ok Kk | % 0 0 1)|=*

Die anschlieende Jordan-Elimination liefert Nullen oberhalb der
Diagonalen:

Jordan - Elimination

1
0
0

(=R 3
— %
* % %

100
>0 1 0
001

* * *

64



Lineare Gleichungssysteme

Anmerkung 2

Bei einem linearen Gleichungssystem kann man die Reihenfolge
der Gleichungen beliebig verdndern. Das iibertrégt sich auf die
erweiterte Koeffizientenmatrix: Es ist erlaubt, Zeilen zu vertau-
schen. Das folgende Beispiel zeigt, dass man manchmal bei der
GauB-Elimination eine Vertauschung vornehmen muss.

12 317 Zeile2 — Zeilel 1 2 37
1259 Zeile 3— Zeile 1 0022
13 4|9 0112

Die zweite Zeile kann nicht als Werkzeug dienen, um die zweite
Unbekannte zu entfernen, denn diese Unbekannte kommt nicht
darin vor (Koeffizient 0). Daher muss man die zweite und dritte
Zeile vertauschen:

12 3|7
0022
0112

Nun kann wie {iblich fortgefahren werden.

Zeile2, Zeile 3 vertauschen

12 3|7
>0 1 1|2
0022

3.4 Gleichungssysteme ohne eindeutige Losung

Dass lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten nicht
immer eine eindeutige LOsung besitzen, hatten wir bereits in
Kapitel 2.5 gesehen.

Ein unlésbares Gleichungssystem enthdlt (mehr oder weniger
versteckte) widerspriichliche Gleichungen wie:

x+y=1

x+y=2
Subtrahiert man die Gleichungen voneinander, so ergibt sich eine
unzutreffende Gleichheit:
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x+y=1
x+y=2 |unten—oben
0=1

Gleichungssysteme mit vielen Ldsungen haben zu wenige
Gleichungen, was oft erst beim Losen offensichtlich wird:

3x+3y=6

x+y=2
Normiert man die erste Gleichung, so ergeben sich zwei
identische Gleichungen:
3x+3y=6 |:3
x+y=2

x+y=2
x+y=2

Nun liegt eine Gleichung mit zwei Unbekannten vor. Man kann
eine Unbekannte (zum Beispiel y) als frei wihlbar auffassen, und
die andere dann berechnen, in Abhingigkeit von y.

Die geschilderten Phinomene treten auch bei linearen Gleich-
ungssystemen mit drei Unbekannten auf. Die nachstehenden
Beispicle zeigen die verschiedenen Situationen die dabei moglich
sind.

Beispiel 1 (keine Lisung)
Lose das lineare Gleichungssystem

x+2y+ z =1

X +4y +92 =3
2x + 5y + 6z =17

Losung

Wir fithren die Elimination anhand der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix durch:
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1 2111 Z.eile 2- Zeilf 1 1 2111

1 409|3 Zeile3— 2 - Zeilel 510 2 812 (Zeile2):2
25 6|7 01 4|5

1 21]1 12 1)1

01 41 Zeile 3— Zeile 2 01 4|1

01 4]5 0004

Die letzte Zeile der Matrix entspricht der Gleichung: 0=4.
Diese unzutreffende Gleichheit bedeutet, dass das Gleichungs-
system keine Losung besitzt.

Beispiel 2 (viele Lisungen, 7 frei wiihlbar)
Lose das lineare Gleichungssystem

x+2y+ z =1

x +4y +9z=3
2x + 5y + 6z =3

Losung

Wir fithren die GauB-Elimination anhand der erweiterten Koeffi-
zientenmatrix durch:

12111 Zeile 2 — Zeilel 121

14093 Zeile3— 2 Zeilel 5|0 2 8|2 (Zeile2):2
2563 01 4]1

1211y 12 1]1

01 41 Zeile3 — Zeile2 01 41

0141 0000

Die letzte Zeile der Matrix entspricht der Gleichung: 0=0, die
zwar zutrifft, aber keinerlei Bedingung an die Unbekannten stellt.
Es bleiben faktisch zwei substantielle Gleichungen, die wir noch
einer Jordan-Elimination unterziehen kénnen:

1 2 1|1} Zetel-2-Zeite2 (1 0 —7|-1
01 4|1 01 21
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Die letzte Matrix stellt folgende Gleichungen dar:
x - T7z=-1
y+2z=1
Wir konnen z als frei wihlbar auffassen, und dann nach x und y
auflsen:

x — 7z=-1 |+7z

y+2z=1 | 2z
x=7z-1
y=3z+1

Die allgemeine Lésung des Gleichungssystems ist also:

x=7z-1
y=3z+1 (z frei wihlbar)

Beispiel 3 (viele Lisungen, y frei wiihlbar)
Lose das lineare Gleichungssystem

x +3y+2z=1

3x+9 +7z=6
2x + 6y + 6z = 8

Losung

Wir fiihren die GauB3-Elimination anhand der erweiterten Koeffi-
zientenmatrix durch:

1 321 Zeile2— 3 - Zeile 1 1 3 21
3976 Zeile3— 2 - Zeilel 510 0 113
2 6 6|8 0026
13 2]1
Zeile3— 2 - Zeile2 >0 0 1/3
000|0

Die letzte Zeile der Matrix entspricht der Gleichung: 0=0, die
zwar zutrifft, aber keinerlei Bedingung an die Unbekannten stellt.
Es bleiben faktisch zwei substantielle Gleichungen, die wir noch
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einer Jordan-Elimination unterziehen konnen:

1 3 211 Zeitel-2-Zeite2 (1 3 0|7
001|3 00 1|3
Die letzte Matrix stellt folgende Gleichungen dar:
x + 3y = -7
z=13

Wir kénnen y als frei wihlbar auffassen, und die erste Gleichung
nach x auflésen. Die Unbekannte x hingt dann von der frei
wihlbaren Unbekannten y ab, wihrend z den Wert 3 besitzt:

x + 3y =-7 |3y
z=3
x=-7-3y
z=3

Die allgemeine Lésung des Gleichungssystems ist also:

x=-7-3y (y frei wihlbar)
z=3

Zusammenfassung

Die in den Beispielen aufiretenden Losungskonstellationen sind
allgemeiner Natur und lassen sich wie folgt beschreiben:

Nach Anwendung der Elimination nach GauB8-Jordan ergeben sich
hdochstens drei Arten von Unbekannten:

o Unbekannte mit je einem konkreten Wert
e Unbekannte mit frei wahlbaren Werten

e Unbekannte, die von den frei wihlbaren Unbekannten
abhéngen.
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3.5 Anwendungen

Wir werden zwei Beispiele fiir die Anwendung der bisher
entwickelten Methoden betrachten:

1. Die allgemeine Anwendbarkeit des Eliminationsverfahrens
zeigen wir durch Lésen eines linearen Gleichungssystems mit
vier Unbekannten.

2. Wir betrachten eine Textaufgabe, die etwa 100 v. Chr. in China
gestellt und geldst worden ist.

Beispiel 1

Lose das lineare Gleichungssystem
2a + 4b + 2¢ + 4d = -28
4a +10b + 2¢ + 12d = -78
2a + 4b + ¢ + 6d = -35
2a + 6b + 2¢ + 3d =-32

Losung

Wir fithren die Elimination anhand der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix durch. Wir kiirzen ,.Zeile 1% ab als ,,Z1%, ,,Zeile 2“ als
225, USW.

2 4 2 4|28 1 21 2|-14
410 2 12|-78| z1:2 (4 10 2 12|-78
2 41 6|35 2 41 6|35
2 6 2 3|32 2 6 2 3|32
72-4-71

73-2.71

74-2-71
—

121 2|-14 121 2|-14
02 -2 4|-22| z2:2 |01 -1 2|-11
00 -1 2|7 00 -1 2|7
02 0 -1|-6 02 0 1] -6
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121 2|-14 121 21]-14
01 -1 2 |-11| z:¢pn (01 -1 2 |-11
00 -1 2|7 001 2|7
00 2 5|16 00 5|16
74— 2-73
121 2|-14 121 2]-14
01 -1 2|-11| z4:¢-p |01 -1 2]|-11
00 1 2|7 001 27
00 0 1| 2 00 1|2
Z1-2-74
72-2.74
73+2-Z4
12 1 0/-10) 7173 120 0|-13
01 -10|-7 22+z3 (01 0 0| 4
00 1 0| 3 0010]| 3
00 0 1|2 00012

1000|-5
7z1-2722 |01 0 0|4

00103

00012

Also: a=-5,b=—4,¢c=3,d=-2

Beispiel 2

Es gibt drei Arten von Getreide. Drei Biindel von der ersten Art,
zwei Biindel von der zweiten und ein Biindel von der dritten
ergeben zusammen 39 Malle. Zwei der ersten, drei der zweiten und
eines von der dritten ergeben 34 MaBe. Und eines von der ersten,
zwei von der zweiten und drei von der dritten ergeben 26 Male.
Wie viele MaBe sind in einem Biindel jeder Art enthalten?
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Losung

1. Unbekannte benennen
x = Anzahl der MafBe in einem Biindel der ersten Art

y = Anzahl der Mafle in einem Biindel der zweiten Art
z = Anzahl der MaBe in einem Biindel der dritten Art

2. Gleichungen aufstellen

Alle drei Gleichungen beruhen auf der folgenden Grundgleichung:
Menge Art 1 + Menge Art 2 + Menge Art 3 = Gesamtmenge
Die Vorgaben liefern dann die folgenden drei Gleichungen:

3x +2y+ z =39
2x + 3y + z =34
x +2y+3z2=26

[Erlduterungen: Art 1: 1 Biindel —» x, also: 3 Biindel — 3x]

3. Gleichungssystem Idsen

Wir schreiben die dritte Gleichung als erste, da sie x schon ohne
Koeffizient enthilt. Ferner benutzen wir die Elimination nach
GauB-Jordan anhand der erweiterten Koeffizientenmatrix:

1 2 3 26 72-2.71

2 3 1|34 | 234

32 1/39

1 2 3126

0 -1 —5|-18 | 22D,
0 —4 —8|-39

1 2 3126

0 1 5 18 Z3+4.-72
0 -4 —8|-39
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—
N

3126
5|18
12|33

73:12

<
o

3| 26 71-373
18 72-573

1(2,75

S o= SO =
o= o S =N S = N
=

-0 o

17,75
4,25
2,75

71-2-72

9,25
4,25
2,75

[T

Also: x=9,25, y=4,25, z=2,75

Antwort

Ein Biindel der Getreideart 1 enthdlt 9,25 MaB, eines der
Getreideart 2 enthilt 4,25 MaB, und eines der Getreideart 3 enthélt
2,75 MabB,

3.6 Cramersche Regel und Determinanten

Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei
Unbekannten hatten wir in Kapitel 2.6 hergeleitet. Die Cramersche
Regel selbst ist unmittelbar auf lineare Gleichungssysteme mit drei
und mehr Unbekannten iibertragbar. Thre Herleitung und die
Definition von Determinanten sind allerdings fiir mehrere Unbe-
kannte erheblich schwieriger. Bei drei Unbekannten kann man die
Cramersche Regel mit einiger Mithe elementar nachrechnen. In
Kapitel 3.7 werden einige Erlduterungen zur Definition von
Determinanten gegeben. Wir beschriinken uns hier auf die For-
mulierung und Anwendung der Ergebnisse.
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Determinanten mit zwei Zeilen und zwei Spalten werden als
2x2-Determinanten bezeichnet, usw. Wir haben es hier mit
3x3-Determinanten zu tun.

Cramersche Regel an einem Beispiel

Das lineare Gleichungssystem

2x + 4y + 6z = 8

3x + 8y + 13z = 20

x +3y+ 8 =11

hat die Lésung
8 4 6 2 8 6 2 4 8
20 8 13 3 20 13 3 8 20
1 3 8 1 11 8 1 3 11
X=m—— Y= e %%

2 4 6 2 4 6 2 4 6
3 8 13 3 8 13 3 8 13
1 3 8 1 3 8 1 3 8

Hierbei wird vorausgesetzt, dass der Nenner nicht null ist.
Die Struktur entspricht der bei zwei Unbekannten:

Determinante der Koeffizienten,
aber die erste Spalte ersetzt

erste Unbekannte = - :
Determinante der Koeffizienten

Determinante der Koeffizienten,
aber die zweite Spalte ersetzt

zweite Unbekannte = . I
Determinante der Koeffizienten

Determinante der Koeffizienten,
aber die dritte Spalte ersetzt

dritte Unbekannte = - .
Determinante der Koeffizienten
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3x3-Determinanten nach Sarrus

Wir betrachten die nach Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861)
benannte Regel zur Berechnung von 3x3-Determinanten. Sie
ghnelt der Berechnung von 2x2-Determinanten, erfordert jedoch
einen vorbereitenden Schritt: Die ersten zwei Spalten werden
zusitzlich an das Ende geschrieben.

Wir betrachten als Beispiel die Koeffizientendeterminante

2 4 6
3 8 13
1 3 8

des obigen Gleichungssystems. Wir fligen die ersten zwei Spalten
hinzu:

Nun haben wir drei Hauptdiagonalen und drei Nebendiagonalen:

2 4 6(2 4 2 4 6|2 4
3 8 133 8 und (3 8 133 8
1 3 8{1 3 13 8|1 3

Das Rechenprinzip ist:

2 4 6|2 4
381338 = \\-/
13 8[1 3

Wir fithren nun diese Berechnung durch:
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Zur Lgsung des obigen
weitere Determinanten

8 4 6/ 8 4
20 8 13|20 8
11 3 8|11 3

2 8 6|2 8
3 20 13]3 20
1 11 81 11

2 4 8|2 4
8 203 8
3 11|1 3

—_

76

2-8-8+4-13-1+6-3:3
—1-8-6 — 3-13.2 — 8-3-4
128+52+54—-48-78—-96
234-222

12

Gleichungssystems miissen noch drei
berechnet werden:

8-8-8+4-13-11 + 6-20-3
—11-8-6 — 3-13-8 — 8-20-4
5124572+360—-528-312-640
1444 -1480

-36

2-20-8 + 8-13-1 + 6-3-11
-1.20-6 —11-13-2 — 8-3-8
320+104+198-120—-286-192
622598

24

2-8-11+ 4-20-1 + 8-3-3
-1-8-8 -3-20-2 -11-3-4
176 +80+72-64-120-132
328-316
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Das Gleichungssystem hat also die Losung:

8 4 6 2 8 6
20 8 13 3 20 13
11 3 8| _36 1 11 8 24
=1 e 1 Y’ 46l 1272
3 8 13 3 8 13
13 8 13 8
2 4 8
3 8 20
Lt m
2 4 6| 12
3 8 13
13 8

Rechenaufwand bei Determinanten
Bei der Berechnung von 2x2-Determinanten miissen

e 2 Multiplikationen und
o 1 Subtraktion

durchgefiihrt werden.
Dagegen erfordert die Berechnung einer 3x3-Determinante bei
Anwendung der Sarrus-Regel einen erheblich gréBeren Aufwand:
¢ 12 Multiplikationen
¢ 5 Additionen/Subtraktionen

Der Rechenaufwand bei der Losung von linearen Gleichungssys-
temen mithilfe der Cramerschen Regel ist daher folgender:
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Cramersche Regel bei zwei Unbekannten

Es sind zwei Divisionen durchzufiihren und drei Determinanten zu
berechnen, also insgesamt:

e 2 Divisionen
e 6 Multiplikationen
e 3 Additionen/Subtraktionen

Cramersche Regel bei drei Unbekannten

Es sind drei Divisionen durchzufiihren und vier Determinanten zu
berechnen, also insgesamt:

e 3 Divisionen
¢ 48 Multiplikationen
e 20 Additionen/Subtraktionen

Wie bestimmen nun zum Vergleich den Rechenaufwand bei der
Elimination nach GauB-Jordan:

Gaufi-Jordan bei zwei Unbekannten

Wir fiihren die GauB3-Jordan-Elimination schematisch durch, die
berechneten Zahlen sind fett gedruckt:

%*

%

* ok 1 *|* 2 Multiplikationen 1 =

—_—
£ % R 2 Subtraktionen 0 *
1 =* *
0 =* *

Insgesamt haben wir also:

*

) 2 Divisionen 3 (

*

* 1 *

01

*

1 Divisionen N
01

%*
1 Multiplikationen 1o
* 1 Subtraktionen

e 3 Divisionen
¢ 3 Multiplikationen
e 3 Subtraktionen

Wir haben drei Divisionen mehr und drei Multiplikationen
weniger als bei der Cramerschen Regel. Da Divisionen etwas
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aufwendiger als Multiplikationen sind, ist der Rechenaufwand bei
beiden Verfahren etwa gleich.

Gauf-Jordan bei drei Unbekannten

Wir fiihren die GauB-Jordan-Elimination wieder schematisch
durch, die tatsichlich berechneten Zahlen sind durch Fettdruck
und Unterstreichung hervorgehoben:

* ok k% 1 % x % 1 * *|=*
3 Div. 6 Multiplikationen )
S el e B 6 Subtraktionen 0 * *|x
*k ok |k *k ok ok |k 0 * x| *
*k %k |3k *k ok | 3k * k| *
2 Div. 2 Multiplikationen
0 * = * 01 * % 2 Subtraktionen 01 * =
0 * *|* 0 * *|=* 0 0 *|=x
* k% * % | * (0| %
1 Div. 2 Multiplikationen
01 * = 01 = = 2 Subtraktionen 010 *
0 0 =)= 001 0 0 1=
* (0= 1 0=
1 Multiplikationen
_——
01 0= 1 Subtraktionen 010=
0 0 1|=* 00 1=

Insgesamt haben wir also:

e 6 Divisionen
¢ 11 Multiplikationen
e 11 Subtraktionen

Wir haben eine Division mehr, 37 Multiplikationen weniger und
neun Additionen/Subtraktionen weniger als bei der Cramerschen
Regel. Obwohl Divisionen etwas aufwendiger als Multiplikatio-
nen sind, ist der Rechenaufwand bei der Elimination nach
GauB-Jordan wesentlich geringer.

79



Lineare Gleichungssysteme mit drei Unbekannten

Nur bei zwei Unbekannten ist die Cramersche Regel von prakti-
schem Nutzen.

Die Cramersche Regel und vor allem Determinanten haben wich-
tige theoretische Anwendungen, zum Beispiel in der Matrizen-
und Tensorrechnung. Aus diesem Grunde gehen wir im néchsten
Kapitel niher auf die Determinanten ein und schaffen die Basis fiir
die Lektiire fortgeschrittener Texte.
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Aufgaben

Aufgaben zu Kapitel 3.1 bis 3.3

1. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

3x+9% +3z=9
x+4y -2z =0
2x+ Ty + z =5

2. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x +3y+2z=4
x +5+3z=8
3x+2y+4z=1

3. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x +2y+3z=1
2x + 3y + 6z =1
x+y +4z=1

4. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x +2y+32=0
X +6y+4z=17
2x+ 2y — z =2

5. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x+4y+ z =20
x +3y +2z=25
2x + 5y + 6z = 56

6. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x+y—z=17
—-x+4y +5z=4
x +6y+4z=18
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7. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
x +y—4z=-14
x - 2z= -3
X +y+2z 0

8. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
—2x + 4y + 2z = 28
4x — 6y + 2z =46
—4x + 12y — 9z = 76

9. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
-3x -9 +9z= 3
-x —2y+6z=13
—2x — 8y — 3z = 31

10. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
3x +6y+3z=12
Bx -y +2z=-17
x + 2z= 0

11. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

—2x + 6y +4z= 14
4x — 16y — 8z = 28
2x — 9y — 8z =-34

12. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
3x — 9y — 9z = —69
5x — 16y — 12z = -106
x -y — 8 = -37

13. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
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x -2y —2z=13
4x — 10y — 6z = 58
-2x + 3y + 9z =-27

14. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

—4x + 4y + 8z = -12
2x +4y +4z = -2
-2x + 3y = 8

15. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

-3x+3y+ 9z = 15
3x —6y — 3z =-24
5x —4y — 14z =-22

16. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x -z =2
5 -3y +4z= 11
x +2y —8=-20

17. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

4x + 8y — 8z =36
2x + 6y — 10z = 20
2x + 5y — 9z =17

18. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

—2x — 6y =-6
4x + 14y + 6z = 46
—2x — 3y + 13z =65

19. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x —2y—z =0
x —y +2z=17
—-x +4y +4z =8
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20. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
x -y —-—z=17
3x-2y—-—z =12
5 — y +6z=-13

Aufgaben zu Kapitel 3.4

1. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
x+y+z =3
2x + 2y + 2z =8
3x+3y+3z=9

2. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

3x+6y+3z=6
2x + 4y + 4z =12
3x + 6y + 4z =11

3. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
x —2y+3z=4
2x —4y + 6z = 8
3x -6y +9z =12

4. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

x +4y+ z =20
x +3y+2z=25
2x + 5y + 52 =55

5. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:
x —-2y+2z=7
x —2y+3z=10
3x—6y+ z =6
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Aufgaben zu Kapitel 3.5

1. 100 g der angegebenen Nahrungsmittel enthalten (laut Anga-
ben auf der Packung):

E;;lrf:: Eiwei Fett Brennwert
Haferflocken |57,8 g 138¢g 74¢g 1491 kJ
Corn Flakes (82 ¢ 77¢ 1g 1562 kJ
Weizenmehl (72 g 10¢g 1g 1431 kJ

a) Welche Brennwerte haben 1 g Kohlenhydrate, Eiweif, Fett?

b) 100 g Trockenpflaumen enthalten 51,4 g Kohlenhydrate, 2,5 g
EiweiBl und 0,6 g Fett. Wie viel kJ Brennwert haben 100 g
Trockenpflaumen?

2. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

20 —4b + 4¢c — 2d = 2
2a — 6b + 2¢c — 6d = 14
4a — 6b + 11c — 2d = -13
2a — 8 + 2¢ —16d = 14
Aufgaben zu Kapitel 3.6
1. Berechne die folgenden Determinanten:
1 5 4 2 0 3 332
a) |0 2 2 by |1 5 7 c) (1 2 1
111 21 4 6 3 5
513 00 200
d (3 2 3 e) |0 1 0 ) |0 3
1 0 01 0 05
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2. Berechne die folgenden Determinanten:

a 0 0 0 3 6 2 2 7
ay |0 b 0 b) |0 2 11 93 3 9
0 0 ¢ 05 7 11 4
a 2 a 00
d) |0 b €) b 0
0 0 ¢ 35 ¢

3. Lése einige der Aufgaben zu Kapitel 3.1 bis 3.3 mithilfe der
Cramerschen Regel.

4. Berechne die Determinanten der Koeffizienten der linearen
Gleichungssysteme aus den Aufgaben zu Kapitel 3.4.

86



Lineare Gleichungssysteme

4. Ausblick: Determinanten und Matrizen

Determinanten und Matrizen haben sich historisch aus linearen
Gleichungssystemen entwickelt. Diese inhaltliche Beziehung
werden wir in diesem Kapitel erldutern. Der Leser wird dann
imstande sein, fortgeschrittene Texte zum Thema besser zu
verstehen.

4.1 Eigenschaften von Determinanten

Die 2x2-Determinanten ergaben sich durch Losen eines allge-
meinen linearen Gleichungssystems. Bei grofieren Determinanten
st6Bt dieses Vorgehen an seine Grenzen.

Wie gehen umgekehrt vor, unterstellen die Giiltigkeit der Cramer-
schen Regel und iiberlegen, welche Eigenschaften die Determi-
nanten haben miissen. Diese Figenschaften erlauben dann die
Berechnung und Definition von Determinanten.

Um die Ubersichtlichkeit zu bewahren, beschrinken wir uns auf
lineare Gleichungssysteme von drei Gleichungen mit drei Unbe-
kannten und die entsprechenden 3x3-Determinante. Die Uberle-
gungen sind aber allgemeiner Natur und lassen sich offensichtlich
auf beliebig grofle Determinanten {ibertragen.

Eigenschaft 1
Wenn zwei Spalten gleich sind, ist die Determinante 0.

Begriindung
Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizien-

tenmatrix
a4 a b
a, a, b,

a, a, b,
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zwei gleiche Spalten besitzt (hier beispielsweise die ersten beiden
Spalten):

ax + ay + bz = ¢
ax + ay + bz = e

ax + ay + bz = e

Wir wihlen e, =a,, ¢, =a,, e,=a,, das Gleichungssystem ist

dann:
ax + ay + bz = q
ax + a,y + bz = a,
ax + ay + bz = q

Eine Losung ist:

x=1
y=0
z=0

Da die Koeffizienten von x und y gleich sind, kann man die Werte
von x und y vertauschen, und man erhélt eine weitere Losung:
x=0
y=1
z=0
Wenn nun die Koeffizientendeterminante

a4 a b
a, a, b,
a a b
nicht Null wire, so wiirde die Cramersche Regel einen einzigen
Wert fiir x vorschreiben:

a a b
a, a, b,
x = a, a, b, -1
a4 a b
a, a, b,
a, a, b,
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Das widerspricht der zweiten Losung mit x = 0. Es bleibt nur die
Schlussfolgerung, dass die Koeffizientendeterminante Null ist:

a a b
a, a, b,
a, a, b,

=0

Anmerkung
Eine analoge Begriindung liefert, dass eine Determinante auch
dann Null ist, wenn zwei Zeilen gleich sind.

Eigenschaft 2
Die Spalten in einer Determinante verhalten sich wie die Faktoren
in einem Produkt.

L. a+b ¢ 4 a ¢ 4 b ¢ 4
Beispiel: |a,+b, ¢, d,|=|a, ¢, d,| + |b, ¢, d,
a,+b, ¢, d, a, c, d, b, ¢, d,

Dies entspricht dem Ausmultiplizieren bei Zahlen:
(a+b)ed = acd + bcd
Begriindung

Wie betrachten drei lineare Gleichungssysteme, die folgende
erweiterten Koeffizientenmatrizen und Lsungen haben:

&g ¢ d|q
1) |e, ¢, d,|a, |,Losung: x, ¥, z
& ¢ dy|a
e ¢ d|b
2) |e, ¢, d,|b |, Losung: u, v, w
e ¢ dy|b
e ¢ d|a-+h
3) |e, ¢, d,|a,+b, |,Lésung also: x-+u, ytv, z+w
e, ¢ d;|a,+b
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Die Losung aus dem Gleichungssystem 3) ergibt sich aus den
Losungen der ersten beiden Gleichungssystemen durch Addition
der entsprechenden Gleichungen:

ex + gy + dz = q

ex + ¢y + d,z = a,

ex + ¢y +dyz = a
und

eu + v + dw = b

eu +c,v +dw=5h
eu + c,v + die = b,

ergeben beim Addieren der entsprechenden Gleichungen:

ex+eu + cy+ev + dz+dw = a +b
ex+eu + c,y+e,v + dyz+d,w = a, +b,
ex+eu + c,y+ey + diz+d,w = a,+b,

Wir klammern aus:

e(x+u) + c(y+v) + di(z+w) = a +b
e,(x+u) + ¢,(y+v) + d,(z+w) = a,+b,
e(x+u) + ;(y+v) + di(z+w) = a,+b,

Also ist x+u, ytv, ztw tatsichlich eine Losung des linearen
Gleichungssystems mit der erweiterten Koeffizientenmatrix:

& ¢ d|a+h

e, ¢, d,|a,+bh,

e, ¢, dy|a,+b

Die Cramersche Regel liefert fiir die jeweils erste Unbekannte der
drei Gleichungssysteme:

a4 ¢ 4 b ¢ 4 a+b ¢ 4

a, c, d, b, c, d, a,+b, ¢, d,

a, c, d, b, c;, d, a,+b, c; d,
x = , U= , x+u=~~-2—2 3 31

g ¢ 4 g ¢ d g ¢ 4

e ¢, d, € ¢ d, e ¢, d,

e ¢ d; e; ¢ d, e; ¢ d;
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Die Nenner sind gleich und man kann direkt ablesen, dass

a+b ¢ 4 a4 ¢ 4 b ¢ 4
a,+b, ¢, d,|=\|a, ¢, d,|+|b, ¢, 4,
a,+b, c, d, a, ¢ d, , ¢ d;

Damit ist die zweite Eigenschaft begriindet.

Eigenschaft 3
Ein gemeinsamer Faktor in einer Spalte kann vor die Determinante
gezogen werden:

L. ka, ¢ d, a ¢ 4

Beispiel: |ka, ¢, d,|=k-|a, c, d,

y ¢ d, a; ¢; d,
Begriindung

Wie betrachten zwei lineare Gleichungssysteme, die folgende
erweiterten Koeffizientenmatrizen und Lsungen haben:

&g ¢ d|aq
1) |e, ¢, d,|a, |,Losung: x, ¥, z
e ¢ d,|a
e ¢ d|ka
2) |e, ¢, d,|ka, |,Losung: kx, ky, kz
e ¢ dy|ka

Die Losung aus dem Gleichungssystem 2) ergibt sich aus der
Losung des ersten Gleichungssystems durch Multiplikation der
Gleichungen mit £:

ex + ¢y + dz = q | &
ex + ¢y + d,z = a, |-k
ex + ¢y + diz = a |-k
ekx + cky + dkz = ka,
ekx + c,ky + dkz = ka,
ekx + cky + djz = ka,
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Also ist kx, ky, kz tatséchlich eine Losung des linearen Glei-
chungssystems mit der erweiterten Koeffizientenmatrix:

e ¢ 4|k

e, ¢, d,|ka,

e ¢ d;|ka
Die Cramersche Regel liefert fiir die jeweils erste Unbekannte der
zwei Gleichungssysteme:

a ¢ 4 ka, ¢, d,

a, ¢, d, ka, c, d,

_ |4 G d, _ ka, c, d,
¥= 4" " d|’

g ¢ 4 4 G 4

e ¢, d, e ¢, d,

& ¢ dy e ¢ d,

Wenn man die linke Formel mit £ multipliziert, sieht man, dass

ka, ¢, d a ¢ 4
ka, ¢, d,|=k-\a, ¢, d,
ka, c, d, a, ¢, d,

Die Eigenschaft 3 ist damit hergeleitet.

Eigenschaft 4

Folgende Determinanten haben den Wert 1:
1000

10—1 (1);)8—1 Oloo—lusw

01_’001_’0010_’ ©
0001

Im Fachjargon sagt man, dass die Determinanten der Einheits-
matrizen 1 sind. Eine Einheitsmatrix besteht aus Einsen in der
Diagonale und sonst nur aus Nullen.

Begriindung
Die ersten zwei Determinanten ergeben sich aus unseren Formeln,
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die weiteren sind eine natiirlich Fortsetzung des Ergebnisses:

10
‘0 1 =11-0-0=1-0=1
10010
01001=11.1+0-0-0+0-0-0-0-1.0-0-0-1-1-0-0
00100

=1
Anmerkung

Da die Cramersche Regel Briiche von Determinanten enthilt,
wiirde sie weiterhin giiltig sein wenn man die Determinanten
beispielsweise durch das Doppelte der Determinanten ersetzte (die
2 der Verdopplung kann gekiirzt werden). Die Eigenschaft 4
beendet diese Mehrdeutigkeit.

Zusammenfassung:

Eigenschaft 1
Wenn zwei Spalten gleich sind, ist die Determinante 0.

a4 a b
a, a, b,
a, a, b,

Beispiel: =0

Eigenschaft 2
Die Spalten in einer Determinante verhalten sich wie die Faktoren
in einem Produkt.

L. a+b ¢ 4 a ¢ 4 b ¢ 4

Beispiel: |a,+b, ¢, d,|=|a, ¢, d,| + |b, ¢, d,

a,+by ¢; d; a, ¢ d, 5 6 dy
Eigenschaft 3

Ein gemeinsamer Faktor in einer Spalte kann vor die Determinante
gezogen werden:
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. ka, ¢ 4, a4 ¢ 4

Beispiel: |ka, ¢, d,| =k-|a, ¢, d,

, ¢ d a; ¢, d,
Eigenschaft 4

Die Determinanten der Einheitsmatrizen sind 1

1
01

0 100
Beispicle. ‘:1, 010(=1
001

4.2 Praktische Rechenregeln fiir Determinanten

Aus den in Kapitel 4.1 entwickelten Eigenschaften lassen sich
einige praktische Rechenregeln ableiten.

Um die Formulierungen tibersichtlicher zu gestalten, beschrénken
wir uns wieder auf 3x3-Determinanten und kiirzen die Spalten
durch Fettbuchstaben ab:

4 b,
a=|a, |, b=|b, |, usw.
a, b,

Die komponentenweise Addition von zwei Spalten schreiben wir
als
a +b,
a+b=|a,+b,
a,+b,

Determinanten kénnen nun kompakt und iibersichtlich
geschrieben werden:

a b ¢
|a b c|= a b c
a, b, c
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Vertauschung von Spalten

Wenn man zwei Spalten vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen
der Determinante:

|a b c|=—|b a c| (a,b vertauscht)
Ia b c|=—|c b a| (a,c vertauscht)
|a b c|=—|a ¢ b| (b,c vertauscht)

Begriindung

Exemplarisch leiten wir das Ergebnis bei der Vertauschung der
ersten beiden Spalten ab.

Einerseits ist
|(a+b) (a+b) c|=0,

weil die ersten beiden Spalten gleich sind (Eigenschaft 1).
Andererseits konnen wir nach Eigenschaft 2 ausmultiplizieren und
wiederum Eigenschaft 1 benutzen:

|(a+b) (a+b) c|=|a (a+b) c|+|b (a+b) |
=|aac|+|abc|+|bac|+|bbc|
= 0 +|abec|+|bac|+ 0
Insgesamt haben wir also
labe|+|bac|=0
und daher
|a b c|=—|b a c].

Die Regel ist damit bewiesen.
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Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addieren

Wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen
hinzuaddiert, bleibt die Determinante unverindert.

Beispiel:
Ia b c|=|a (b+ ka) cl

Begriindung
Wir betrachten (exemplarisch) den Fall, dass zur zweiten Spalte
ein Vielfaches der ersten Spalte addiert wird.

Berechne Ia (b+Fa) c[ durch ausmultiplizieren im Sinne der
Eigenschaft 2:
|a (b+ ka) cl =|a b cl + Ia (ka) cl

Nun kann der Faktor £ nach Eigenschaft 3 vor die Determinante
gezogen werden, es taucht dann eine Determinante mit zwei
gleichen Spalten auf (die also nach Eigenschaft 1 Null ist):

|a (b+ ka) c|=|a b c|+|a (ka) cl
=|abc|+k|aac|
=|abc|+0
=|abc|

Damit ist die Regel bewiesen.

Spalte aus Nullen

Wenn eine Spalte nur aus Nullen besteht (Nullspalte), dann ist die
Determinante Null.

Begriindungen

Wir betrachten drei verschiedene Argumente, die auch in anderen
Bereichen der Mathematik Anwendung finden.
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Begriindung 1
Da 0=0-0, kann 0 als Faktor der Nullspalte aufgefasst und vor
die Determinante gezogen werden:

05 ¢ 0-0 b ¢ 05 ¢
|0 b¢c|={0b,c,|=|0-0b, c,|=0:0b, c,|=0
0 b c 0-0 5, c, 0 b, c,

Begriindung 2
Wenn man eine andere Spalte zur Nullspalte addiert, enthilt sie
Determinante zwei gleiche Spalten:

|0 bc|=[(0+b)bc|=|bbc|=0

Begriindung 3
Man kann die Nullspalte als Summe zweier Nullspalten auffassen
und dann ausmultiplizieren:

|0 bc|[=[0+0)bc|=[0bc|+|0bc]
Daher

0bc|=[0bc|+]0bc| (subtrahiere [0 b c|)
0=1[0b c|

Wir stellen nun alle wichtigen Regeln zusammen. Die ersten vier
sind auch von theoretischer Bedeutung, da sie in der héheren
Mathematik oft als Grundlage der Definition der Determinante
genommen werden. Die iibrigen Regeln lassen sich aus ihnen
ableiten. Trotzdem werden sie wegen ihrer groBen praktischen
Bedeutung gesondert aufgefiihrt.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir Beispiele zur Anwendung
der Regeln. Der Leser wird bemerken, dass jede Determinante
allein mithilfe der Regeln berechenbar ist. Auch unsere Definition
der 2x2-Determinanten und die Regel von Sarrus ergeben sich aus
den Regeln.
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Rechenregeln fiir Determinanten

Regel 1

Wenn zwei Spalten gleich sind, ist die Determinante 0.
Beispiel: |a ac I =0

Regel 2

Die Spalten in einer Determinante verhalten sich wie die
Faktoren in einem Produkt.

Beispiel: l(a+b) c d| =|a c d| + |b c d|

Regel 3

Ein gemeinsamer Faktor in einer Spalte kann vor die
Determinante gezogen werden:

Beispiel: |ka b c| = k-]a b c|

Regel 4
Die Determinanten der Einheitsmatrizen sind 1
oy 10 1949
Beispiele: 01 =1 |01 0|=1
001
Regel 5

Wenn man zwei Spalten vertauscht, so dndert sich das
Vorzeichen der Determinante:

Beispiel: |a b c|=—|b a cl

Regel 6

Wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen hinzu-
addiert, bleibt die Determinante unverindert.

Beispiel: |a b c|=|a (b+ ka) c|

Regel 7

Wenn eine Spalte nur aus Nullen besteht (Nullspalte), dann ist
die Determinante Null.

Beispiel: |0 b c| =0
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4.3 Anwendung der Rechenregeln fiir Determinanten

Wir betrachten nun einige Beispiele zur Anwendung der Rechen-
regeln fiir Determinanten:

Beispiel 1

Berechne die Determinante B ‘51‘
Losung
Wir zerlegen die erste Spalte und multiplizieren aus:
3 4 3+0 4
25 0+2 5
13 4 04
105 25

Nun konnen wir 3 als Faktor der ersten Spalte der ersten
Determinante auffassen und nach vorne ziehen. Ebenso kénnen
wir 2 vor die zweite Determinante ziehen:

3 4] |0 4| _[31 4], ,[204
05/%25 7305 21 5
1 4 0 4
‘%oJ*Zhsl

Auch mit den zweiten Spalten kdnnen wir genauso verfahren:

14| [0 4
}0J+IL5’
1 4] ]10 0 4].[0 0
_}O00+05)+2O10+ISD
1 1], [10 0 1],.]0 0
el gty 8o+ ol )
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Nun sind die die erste und die letzte Determinante Null, weil sie
gleich Spalten besitzen:

11 10 01 00
3-(4-0 0+5-’0 1)+2-(4-’1 0+5-‘1 ID
10 01
—3-5-’0 1‘+2-4-‘1 0‘

Die links stehende Determinante der Einheitsmatrix ist 1. Die
Spalten der rechten Determinante konnen vertauscht werden
(wobei sich das Vorzeichen der Determinante &ndert!) und bilden
dann ebenfalls die Einheitsmatrix:

10 01 10
3-5-0 ] +2-4-’1 0’_3-5-1—2-4-’0 1’
=3.5-1-2-41
=15-38
=17
. 4
Also ist 5 5‘—7
Beispiel 2
Berechne die Determinante ; ‘71’
Losung
Wir zerlegen die erste Spalte und multiplizieren aus:
3 4/ |3+0 4
2 7| |0+2 7
13 4 N 0 4
10 7 2 7

Nun kann man 3 als Faktor der ersten Spalte der ersten Determi-
nante auffassen und nach vorne ziehen. Ebenso kénnen wir 2 vor

100



Lineare Gleichungssysteme

die zweite Determinante ziehen:

34, [0 4[_|31 4], ,]204
07277307 21 7
1 4 0 4

‘3"0 7‘*2"1 7’

Die verbleibenden Determinanten kénnen berechnet werden,
indem man geeignete Vielfache der ersten Spalte zur zweiten Spalt
hinzuaddiert, damit Nullen erzeugt werden:

14 10
‘O 7’ = ‘O 7’ (Spalt2 — 4-Spalte 1)
= 7‘(1) (1)‘ (Determinante der Einheitsmatrix ist 1)
=7-1
Und
04 04
‘1 7’ =11 O’ (Spalt 2 — 7-Spalte 1)
= 4-‘ (1) (1)‘ (Spalten vertauschen, Vorzeichenwechsel)
= —4-‘(1) (1)‘ (Determinante der Einheitsmatrix ist 1)
=-4
Also
3 4 14 04
232 7l e2 )
=3-7+2-(4)
=21-38

=13
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Das Beispiel 1 zeigt eindrucksvoll, wie die Regeln 1 bis 4 die
Determinante vollstindig bestimmen und somit berechenbar
machen.

Wir betrachten nun zum Abschluss eine bekannte Methode zur
Berechnung von Determinanten, die Laplace-Entwicklung.

Laplace-Entwicklung

Die Laplace-Entwicklung beginnt mit der Auswahl einer belie-
bigen Spalte (oder sogar Zeile). Bei der Herleitung nehmen wir der
Ubersichtlichkeit halber die erste Spalte einer 3x3-Determinante.

Wir zerlegen die erste Spalte, multiplizieren aus (Regel 2) und
ziehen Faktoren vor die Determinanten (Regel 3):

a * * a+0+0 * =*
a, * * =0+a,+0 * =*
a, * =* 0+0+a, =* =

a * * 0 =* =* 0 * =*

1 * =* 0 * =* 0 * =*
=q|0 * * +a,|l * + a0 * =*

0 * = 0 * =* 1 * =

*

Nun Vertauschen wir die erste Spalte so lange mit ihren rechten
Nachbarspalte, bis die 1 in der Diagonalen zu stehen kommt. Die 1
der ersten Determinante steht bereits in der Diagonale. Die zweite
Determinante erfordert eine Vertauschung (ein Vorzeichenwech-
sel) und die dritte zwei Vertauschungen (zwei Vorzeichenwechsel,
es bleibt also beim urspriinglichen Vorzeichen):

1 * = 0 * =* 0 * =*
a,O**+a21**+a30**=

0 * =* 0 * =* 1 *= =*
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1 * = * 0 =* * *

a,O**—a2*1*+a3**0

0 * = * (O * * * ]

Geeignete Vielfache der 0-1-Spalten kdnnen zu den anderen
addierten werden, sodass die Sterne in den Zeilen mit 1 zu 0
werden. Die iibrigen Elemente bleiben unverdndert (wegen der
Nullen):

1 = = * (Q =* * x 0
a0 * #—qg|* 1 * +q(* * 0=
0 * =* * (0 =* * % 1
00 * () =* * % 0
a|l0 = *—qg|0 1 0|+a|* * 0
0 * =* * (0 =* 0 0 1

Nun miissen die auftauchenden 3 x3-Determinaten den enthaltenen
2x2-Determinaten gleich sein, weil sie die Regeln 1 bis 4 erfiillen.

(1)00 L L B OXOX
* k| = =
**%**
0 * =* W, * *
0 **%**
01 0/=| _[=|% X X
0 H o *
* * () .  O* *
Oz**z%**
0 01 " X X
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Die 3x3-Determinante ist damit auf 2x2-Determinanten zuriick-
gefiihrt:

a * ok
a. A * k| =
a, * ok

)%)()( H o* *  o* *
@G\ * g X Kt xo*
H o+ H, * * " X X

Wir fassen zusammen:

Laplace-Entwicklung

Determinanten kénnen wie folgt auf kleinere Determinanten
zuriickgefiihrt werden:
1. Wihle eine Spalte.

2. Gehe alle Elemente der Spalte durch. Streiche die gewihlte
Spalte und die Zeile des gewihlten Elementes aus der
Determinante. Es ergibt sich eine sogenannte Unterdeter-
minante,

3. Multipliziere die gew#hlten Elemente mit den zugehérigen
Unterdeterminanten.

4. Versehe die Produkte mit Vorzeichen gemiB dem
Schachbrett-Muster:

5. Addiere die Produkte (mit Vorzeichen):
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A, X X H O * * H o* *
G| * *-a|H X X +a @ * *
}(3 * % )3(3 * % )g(a X X

Beispiel 3
2 4 6
Berechne die Determinante |3 8 13
1 5 7
Losung
Wir wihlen die erste Spalte:
2 4 6 X A K X 4 6 X 4 6
3 8 13]=2(X 8 13]-3]X X X|+1|X 8 13
5 7 X 5 7 X 5 7 X X X
8 13 4 6 4 6
=2 -3 +1
5 17 5 7 8 13

=2(8-7-5-13)-3(4-7-5-6)+1(4-13-8-6)
= 2(56—65)—3(28-30)+1(52—-48)
=-18+6+4

= -8
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Anmerkungen

1. Bei der Laplace-Entwicklung kann man auch Zeilen wéhlen und
analog verfahren.

2. Determinanten haben auch eine geometrische Bedeutung. Fasst
man die zwei Spalten einer 2x2-Determinante als Spaltenvektoren
(Pfeile) auf, so ist die Determinante der Fldcheninhalt des von den
beiden Vektoren (Pfeilen) aufgespannten Parallelogramms.
Entsprechend ist eine 3x3-Determinate das Volumen des von den
drei Spaltenvektoren aufgespannten Spats.

4.4 Matrizen

Matrizen sind rechteckige Zahlenschemata. Wir haben sie schon
als Koeffizientenmatrizen kennengelernt. Auch einfache Spalten
sind Matrizen, ebenso blofle Zeilen. Determinanten beziehen sich
auf Matrizen.

Wir gehen hier einen Schritt weiter und fassen die Matrizen
gewissermalen als Superzahlen auf, mit den wir rechnen mochten.
Wie man mit Matrizen rechnet, wird von den Gleichungssystemen
und Determinanten nahegelegt.

Addition von Matrizen
Bei der Betrachtung von Determinanten haben wir bereits Spalten
addiert, und zwar geschah dies komponentenweise:

1 5 1+5 6
8|+ 4(=|8+4| =12
3) \7 3+7 10

Dies tibertrigt sich zwanglos auf Matrizen:

3 4),(6 8)_(3+6 4+8) _(9 12
2 5)79 1) \2+9 5+41)7 {11 6

106



Lineare Gleichungssysteme

Subtraktion von Matrizen
Da sich die Subtraktion immer als Addition (mit einer negativen
Zahl) darstellen ldsst tibertréigt sich die das Prinzip der Matrizen-
addition auf die Subtraktion:

(E9CH-(2 49 %)

Vielfaches einer Matrix
Das Vervielfachen entspricht einer fortgesetzten Addition:

5 3 7Y (37 + 37
4 5/)7\45) 45
(343 7+7
“\4+4 5+5
(23 2.7
“{2-4 25

_(6 14
~{8 10

Man multipliziert also eine Zahl mit einer Matrix, indem man alle
Elemente der Matrix mit dieser Zahl multipliziert.

Multiplikation von Matrizen

Die Multiplikation von Matrizen ist nicht so einfach wie die
Addition und Multiplikation. Ein genauer Blick auf die linearen
Gleichungssysteme wird uns zeigen, wie die Multiplikation von
Matrizen aussehen sollte.

Wir betrachten folgendes lineare Gleichungssystem:
2x+3y =8
5x+4y =13
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Die Koeffizienten der Unbekannten hatten wir zu einer Matrix
zusammengefasst:

23

5 4

Die rechte Seite erschien in der Cramerschen Regel als Spalte:

(5)

Es erscheint dann natiirlich, die Unbekannten zu einer Spalte
zusammenzufassen:

;)

y

Stellt man sich nun auf den Standpunkt, dass ein lineares
Gleichungssystem schlichtweg eine elementare Gleichung wie

7x =14
ist, allerdings mit Superzahlen (Matrizen) statt Zahlen, so kann
man das lineare Gleichungssystem wie folgt schreiben:

368

Auf der linken Seite steht ein Matrizenprodukt, und was es konkret
bedeutet, zeigt uns das lineare Gleichungssystem:

2 3\ x) _(2x+3y

5 40y) \5x+4y
Die Spalte wird gewissermaBen iiber die Matrix gelegt und die ihre
Elemente werden mit den darunterliegenden Zahlen multipliziert:

x y

530)-G2)
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Beispiel 1

(2 3)\(7
Berechne: ( 5 4)( 6)

Losung
7 6

2 3Y(7) _(2-7+3-6) _(14+18) (32
5 406) \5-7+4-6) \35+24) |59
Die nichsten beiden Beispiele werden wir benutzen, um die

Multiplikation von Matrizen (nicht nur Spalten) abzuleiten.

Beispiel 2

(a b1
Berechne: (c d)(0)

Losung
10

(@ 2)o) = (a0) = ()

Fazit: Multipliziert man eine Matrix mit ((1)) , 80 kommt die erste

Spalte der Matrix heraus.

Beispiel 3

. (a bY(O
Berechne: (c d)(l)

Losung
01

M HE A
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Fazit: Multipliziert man eine Matrix mit (0

1) , so kommt die zweite

Spalte der Matrix heraus.

Nun konnen wir das Produkt zweier Matrizen (mit mehr als einer
Spalte) ins Auge fassen. Wir gehen spaltenweise vor:

Ziel: Berechnung des Produkts: P = a bie f
c di\g h

a) Berechne die erste Spalte von P

flo)=(2 a)(e 2))-(2 2)E)

Man erhilt die erste Spalte des Produkts, indem man mit der ersten
Spalte der rechten Matrix multipliziert.

b) Berechne die zweite Spalte von P

(1)=& 2 )

Man erhilt die zweite Spalte des Produkts, indem man mit der
zweiten Spalte der rechten Matrix multipliziert.

Also ist das gesuchte Produkt:

e g
ab fl _|(la-e+b-g| a-f+b-h
c d h) \lc-e+d-g| c-f+d-h
Beispiel 4

(2 1\(4 6
Berechne: (3 2)(7 5)
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Losung
4 7

2 1Y|4] 6)_(|2-4+1.7| 2-6+1-5) (15 17
3 2)L17| 5) ||3-4+2-7| 3-6+2-5) (26 28
Beispiel 5

1 0Y0 O
Berechne: (0 0)(1 0)

Losung
01

1 oy(|0] 0y ([1-0+0-1] 1-04+0-0] (0 O

0 0jl|1| 0] [|0-0+0-1| 0-0+0-0)/ {0 O
Obwohl beide Matrizen nicht Null sind, ist ihr Produkt Null. Bei
Zahlen kommt dies nicht vor.

Beispiel 6

(1 0)0 1 0 11 0
Berechne: (0 0)(1 0) und (1 O)(O 0)

Die beiden Produkte unterscheiden sich nur in der Reihenfolge der
Faktoren.

Losung
01

1 0Y(]o] 1 _(]1-0+0-1] 1-1+0-0} (0 1

0 0j){|1] O ~1]0-0+0-1| 0-1+0-0) 0 0

10

0 1)(1] 0} (|0-1+1-0/ 0-0+1-0} (0 O

1. 0)|0] 0 “{[1-11+0-0] 1.0+0-0/ {1 O

Das Ergebnis der Matrizenmultiplikation héngt von der Reihen-
folge ab. Bei Zahlen kommt dies nicht vor.
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Damit schlieBen wir die kurze Einfiihrung in die Determinanten
und Matrizen. Die erworbenen Einsichten und Ansitze werden
dem Leser bei der Lektiire weitergehender Literatur (lineare
Algebra) niitzlich sein.
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Aufgaben

Aufgaben zu Kapitel 4.1 bis 4.3

1. Berechne die folgenden Determinanten mithilfe der Laplace-
Entwicklung:

5 4 20 3 332
a) [0 2 2 B [1 5 01 21
11 21 4 6 3 5
51 3 100 200
d(3 2 3 e [0 10 f) o 3
15 00 1 005

2. Berechne die folgenden Determinanten mithilfe der Laplace-
Entwicklung:

a 00 0 3 6 2 2 7
a) |0 5 0 b) |0 2 11 ¢)|3 3 9
0 0 ¢ 05 7 11 4
a 2 a 00
d) |0 b e) |2 b 0
0 0 ¢ 35
Aufgaben zu Kapitel 4.4

1. Berechne die folgenden Matrizen:

GG E GG
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o312 o UG 2

2. Berechne die folgenden Matrizen:

2 38) WY o)
o232} os(oa) o)

3. Berechne die folgenden Matrizenprodukte:

oG G o)
o (7)) 2 GU0) 2 (553
4. Berechne die folgenden Matrizenprodukte:
21553 26309
01313 o(3))
o5 LEY o
os)is)  »
5. erme (4 2 2)
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6. Addiere die Matrizen 4 und B:

4 2 3 -1
ay A=(-6 1| und B=|5 2
8 -3 1 7

1 = 1 2 2
b) 4= 3 3 und B =
52 7 -1 3 -5

7. Berechne das Produkt AB der Matrizen 4 und B:

1 2

1 2
A=|3 4| und B=5
] ] 1 3 -1

8. Berechne AB— BA, wobei:

A=12 undB=23.
31 5 4

9. Berechne die folgenden Matrizen:
2 2
2 (3 4)(5) b) (5)(3 4)

10. Berechne die folgenden Matrizen:

o e
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Losungen

Lisungen zu Kapitel 2.1 bis 2.3

1. x=6,y=-1
2. x=1,y=2

3. x=—-1,y=4
4, x=11, y=-7
5. x=8,y=-2
6. x=1,y=2

7. x=-1,y=2
8. a=2,5=-3
9. x=3,y=4
10. =1, x,=-2
11. x=2,y=-1
12. x=1,y=2
13, v==2, w=-5
14. a=1,5=-3
15. x=3,72, y~-1,88
16. x=-2,y=-9
17. x=-4,y=-3
18. x=3,y=4
19. x=-4,y=-2
20. x=2,y=1
21. x=6,y=-2
22, x=-9,y=3
23. x=-1, y=-2
24, x=-5,y=2
25. x=8,y=5
26. x=-8,y=9

N
~
=
Il
|
&
<
Il
|
Pt
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28. x=7,y=-5
29. x=2,y=5
30. x=-9,y=4

Lisungen zu Kapitel 2.4

. 15,5und 8,5

. Apfel: 0,50 €, Birne: 0,60 €

. 89 Schafe; 310 Hiihner

. 15 Apfel, 10 Birnen

. 18 Spinnen, 41 Fliegen

. 14zu20€und 21 zu 50 €

. erméfigte: 6 €, normale: 10 €

. Up-Quark: 2/3, Down-Quark: —-1/3
. 1200 m?%, 600 m?

10. 0,25 Liter Vollmilch, 0,75 Liter fettarme Milch
11. ca. 0,04 1 Vollmilch

12. E1: 7t, E2:9t

13. ca. 0,800 cm?® Blei und 0,200 cm? Zink
14. 1/6 Liter oder ca. 0,167 Liter

O 1AWV WK

Losungsansatz zu Aufgabe 1
GroBere Zahl + kleinere Zahl = Summe
GroBere Zahl —kleinere Zahl = Differenz

Losungsansatz zu Aufgabe 2
Peter: ~ Wert der Apfel + Wert der Birnen = Gesamtwert
Anja:  Wert der Apfel + Wert der Birnen = Gesamtwert

Losungsansatz zu Aufgabe 3

Beine: Anzahl der Schafsbeine + Anzahl der Hithnerbeine =
Gesamtzahl der Beine

Augen: Anzahl der Schafsaugen + Anzahl der Hithneraugen =
Gesamtzahl der Augen

Losungsansatz zu Aufgabe 4
Wert: Wert der Apfel + Wert der Birnen = Gesamtwert
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Losungen

Anzahl: Zahl der Apfel + Zahl der Binen = Gesamtzahl

Losungsansatz zu Aufgabe 5

Beine: Anzahl der Spinnenbeine + Anzahl der Fliegenbeine =
Gesamtzahl der Beine

Tiere: Anzahl der Spinnen + Anzahl der Fliegen =
Gesamtzahl der Tiere

Losungsansatz zu Aufgabe 6

Anzahl: Anzahl der 20er + Anzahl der 50er = Gesamtzahl
der Scheine

Wert: Wert der 20er + Wert der 50er = Gesamtwert der
Scheine

Losungsansatz zu Aufgabe 7

Verkauf am Tag 1:  Wert der normalen Tickets + Wert der
erméBigten Tickets = Gesamtwert

Verkauf am Tag 2:  Wert der normalen Tickets + Wert der
erméBigten Tickets = Gesamtwert

Losungsansatz zu Aufgabe 8

Proton: Ladung der Up-Quarks + Ladung des Down-Quarks =
Ladung des Protons

Neutron: Ladung des Up-Quarks + Ladung der Down-Quarks

= Ladung des Neutrons

Losungsansatz zu Aufgabe 9

Flache: Fliche von Feld 1 + Fliche vonFeld2 =
Gesamtfliche

Ertrag: Ertrag von Feld 1 + Ertrag von Feld2 =
Gesamtertrag

Losungsansatz zu Aufgabe 10

Volumen: Volumen 3,5-%-Milch + Volumen 1,5-%-Milch =
Gesamtvolumen

Fettmenge: Fettmenge der 3,5-%-Milch + Fettmenge der
1,5-%-Milch = Gesamt-Fettmenge
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Lineare Gleichungssysteme

Losungsansatz zu Aufgabe 11

Volumen: Volumen 3,5-%-Milch + Volumen 0,3-%-Milch =
Gesamtvolumen

Fettmenge: Fettmenge der 3,5-%-Milch + Fettmenge der
0,3-%-Milch = Gesamt-Fettmenge

Losungsansatz zu Aufgabe 12

Menge von Rohstoff 1: Menge R1 fiir E1 + Menge R1 fiir E2
= Gesamtmenge von R1

Menge von Rohstoff 2: Menge R2 fiir E1 + Menge R2 fiir E2
= Gesamtmenge von R2

Losungsansatz zu Aufgabe 13
Volumen: Volumen Blei + Volumen Zink = Gesamtvolumen
Masse: Masse Blei + Masse Zink = Masse Silber

Losungsansatz zu Aufgabe 14

Volumen: Volumen Kélsch + Volumen Limonade =
Gesamtvolumen

Alkohol: Alkoholmenge Kolsch + Alkoholmenge Limonade =
Gesamt-Alkoholmenge

Lisungen zu Kapitel 2.5

1. Allgemeine Losung: x = 5—y, wobei y frei wahlbar ist.

2. Es gibt keine Losung.

3. Allgemeine Losung: x = 2—1,5y, wobei y frei wahlbar ist.
4. Es gibt keine Losung.

5. Allgemeine Lésung: x = 3+2y, wobei y frei wihlbar ist.
6. Allgemeine Losung: x = 5—2y, wobei y frei wihlbar ist.

Lisungen zu Kapitel 2.6
1.ay1 b) 1 c)5 d)8
e)-29 H-2 g0 h) 26
2. Alle Determinanten sind 0.
3. Siehe die Losungen der Aufgaben zu Kapitel 2.1 bis 2.3.
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Losungen

4, Alle Determinanten sind 0.

Lisungen zu Kapitel 3.1 bis 3.3
x==2,y=1,2z=2
x=-3,y=1,2z=2
x=—4,y=1z=1
x=-6,y=4,5z=-1
x=35y=-+4,2z=1
x=4,8,y=22,2z=0
x=5y=-32z=4
x=—4,y=5z=0
x=-1,y=32z=3

W PN AW

. x=4,y=1,z=-2
. x=3,y=0,z=5
x=-2,y=3,z=4
x=3,y=-+4,z=-1
x=-1,y=2,2z=-3

p—
_—O

— kot
wh WD

x=-=2,y=3,z=0

Pt
&

x=2,y=5,z=4

Pt
=

x=3,y=4,z=1

Pt
*®

x=-3,y=2,2z=5
x=4,y=12z=2

. x=2,y=-1,z=-4

Pt
hed

[\
o

Lisungen zu Kapitel 3.4

1. Es gibt keine Losung

2. Es gibt keine Losung

3. Allgemeine Losung: x=2y—3z+4 (y und z frei wihlbar)
4. Allgemeine Losung: x=-5z+40, y=z—5 (z frei wihlbar)
5. Allgemeine Losung: x=2y+1, z=3 (y frei wihlbar)
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Lineare Gleichungssysteme

Lisungen zu Kapitel 3.5

1. a) Kohlenhydrate: 17,00 kJ, EiweiB: 16,97 kJ, Fett: 37,02 kJ
b) ca. 938 kJ
2.a=-2,b=-5¢=-3,d=1

Lisungen zu Kapitel 3.6

1. a)2 b)-1 ¢)6 d)8 e)l P 30

2. ayabc b)0 90 d)abc e)abc

3. Siehe die Losungen der Aufgaben zu Kapitel 3.1 bis 3.3.
4. Alle Determinanten sind 0.

Lisungen zu Kapitel 4.1 bis 4.3
1. a)2 b)-1 ¢)6 d)8 e)l ) 30
2. ayabc b)0 90 d)abc e)abc

Losungen zu Kapitel 4.4

Lo (11 ) (181 & © (3 ) o1 %)

) 3 12 15 20 6 -9
8 191 15 30 10 12 3
16 11
d) (27 16) ©) (—9 10)
32 14 68 15 27
o (i) (o) o(@) oG o ()

48 36 36 36 34 50 56 5
49 (32 28) b (20 26) 2 (8 25) 9 (35 10)

4 5 14 27 7 8 7 14
~16 —21) D (6 18) 2 (24 30) B (19 38)
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Losungen

9. a) (26) b) (165 280)

10. a) (‘c’ ZJ b) (‘c’ Zj
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Lineare Gleichungssysteme

Anhang: Zusammenfassung

Das Additionsverfahren

Beispiel
Lose das lineare Gleichungssystem:
3x+2y =17

—4x+5y =6
Losung
1, Entferne x

3x+2y =17 |-4 (ohne Vorzeichen)
—4x+5y =6 [-3

12x+ 8y = 28
—12x+15y =18 | oben +unten
23y = 46 |:23
y=2
2, Entferne y
3x+2y =7 |-5
—4x+5y =6 |-2

15x+10y = 35
—8x+10y =12 | oben —unten
23x =23 |:23
x=1
Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung:

x=1
y=2
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Anhang: Zusammenfassung

Das Einsetzungsverfahren

Beispiel
2x+3y =8
5x+2y =9
Losung

1, Lose die erste Gleichung nach x auf

2x+3y =8 |3y
2x =8-3y |[:2
_8-3y
¥=Ta

2, Setzte das Ergebnis in die zweite Gleichung ein
_8-3y

¥=
5x+2y =9 ergibt:

eingesetzt in

5- 8 —23y +2y =9 | 5 mit dem Zihler multiplizieren
40 _21 L) y=9 |-2 (damit der Bruch wegfillt)
40-15y + 4y =18 | zZusammenfassen

40-11y =18 | —40
11y =-22 |:(-11)
y=2
3. Setze y=2 in die erste Gleichung ein
2x+3y =8 | ¥ =2 einsetzen

2x+3-2=18 | ausrechen
2x+6 =8 | -6
2x =2 [:2
x=1

Die Losung ist also: x=1, y=2
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Lineare Gleichungssysteme

Das

Gleichsetzungsverfahren

Beispiel

Losung

1. Lose beide Glei

2x+3y =8 | -3y
2x =8-3y |:2
_83y
¥=2
5x+2y =9 |2y
5x=9-2y |:5
_9-%
¥

2, Setzte die Ergebnisse gleich

x= % und x = % gleichsetzen:
% - 9‘523’ |2 (damit der linke Bruch wegfallt)
9-2y . . e
8-3y = 2-? | 2 mit dem Zahler multiplizieren
18-4y . .

8-3y = —5 |-5 (damit der Bruch wegfillt)
40-15y =18-4y | +4y
40-11y =18 | —40

~1ly = -22 | (~11)

y=2

2x+3y =8
5x+2y =9

chungen nach x auf
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Anhang: Zusammenfassung

Das Gleichsetzungsverfahren (Forts.)

3. Setze y=2 einin die erste Gleichung

2x+3y =8 | ¥ =2 einsetzen

2x+3-2=8 | ausrechen
2x+6 =8 | -6
2x =2 [:2
x=1

Das lineare Gleichungssystem hat also die Losung:

x=1
y=2

2x2-Determinanten

Die Determinante eines quadratischen Schemas von vier
(2x2) Zahlen ist

’21

=25-31=7
35

Das Rechenprinzip dabei ist:
Produkt der Hauptdiagonale — Produkt der Nebendiagonale,

TR
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Lineare Gleichungssysteme

Determinantenverfahren

(Cramersche Regel)
Beispiel
Lose das lineare Gleichungssystem
2x+3y =17
x+2y =8
Losung
7 3
8 2 7-2 —83 14-24 10
*=13 3" 22-31" 43 1 - 10
1 2
2 7
|1 8 2.8-17 16-7 2_9
Ve 3T 2231743 " 1°
1 2

Also: x=-10, y=9.

Erliiuterung zur Struktur:

Determinante der Koeffizienten,
aber die erste Spalte ersetzt

Determinante der Koeffizienten

erste Unbekannte =

Determinante der Koeffizienten,
aber die zweite Spalte ersetzt

Determinante der Koeffizienten

zweite Unbekannte =

Diese Struktur gilt auch bei linearen Gleichungssystemen mit
mehr als zwei Unbekannten.
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Anhang: Zusammenfassung

Der Grundgedanke des Eliminationsverfahrens

Der Grundgedanke der Elimination kann in einem einzigen
Satz zusammengefasst werden:

Benutze die erste Gleichung, um die erste Unbekannte aus
allen nachfolgenden Gleichungen zu entfernen.

\
—

Fm———

Die Unbekannte wird wie beim Additionsverfahren entfernt.
Man erhilt ein kleineres lineares Gleichungssystem, das eine
Unbekannte weniger enthélt.

Nun kann derselbe Ansatz auf das kleine System angewendet
werden. Fihrt man fort, so bleibt schlieBlich nur eine Unbe-
kannte iibrig, und diese kann man dann miihelos berechnen.
Durch Einsetzen der konkreten Ergebnisse in die vorange-
henden Gleichungen, lassen sich alle Unbekannte ermitteln.

Das Eliminationsverfahren

Beispiel

Lose das lineare Gleichungssystem:
2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 8 =11
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Lineare Gleichungssysteme

Das Eliminationsverfahren (Forts.)

Losung

1. Benutze die erste Gleichung (als Werkzeug), um aus den
nachfolgenden Gleichungen die erste Unbekannte (né&mlich x)
zu entfernen:

3x + 8y + 13z = 20

2x + 4y + 6z = 8)
x +3y+ 8 =11

a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

2x + 4y + 6z = 8 [:2
3x + 8y + 13z =20
x +3y+ 8 =11

x +2y+ 3z =4
3x + 8y + 13z = 20
x +3y+ 8 =11

b) Entferne x aus der zweiten und dritten Gleichung:

x +2y+ 3z =4

3x + 8y + 13z = 20 | —3-Gleichung 1
x +3y + 8 =11 | — Gleichung 1
x+2y+3z=4

2y + 4z =8

y +5z=17

Die zwei letzten Gleichungen bilden nun ein kleines lineares
Gleichungssystem mit den zwei Unbekannten y und z:

2y + 4z =8

y +5z=17

Auf dieses kleine System wird nun nochmals dieselbe
Methode angewendet.
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Anhang: Zusammenfassung

Das Eliminationsverfahren (Forts. 2)

2. Benutze die erste kleine Gleichung (als Werkzeug), um aus
der nachfolgenden Gleichung die erste Unbekannte (nimlich
¥) zu entfernen:

a) Normiere die Werkzeug-Gleichung:

x+2y+3z=4
2y + 4z =8 [:2

y +5z=17
x+2y+3z=4
y +2z=4
y +5z=17

b) Entferne y aus der zweiten kleinen Gleichung:

x+2y+3z=4

y +2z=4
y +5z2=7 | — Gleichung 2
x+2y+3z=4
y +2z=4
3z=3 [:3
x+2y+3z=4
y +2z=4
z =1

Bei den weiteren Berechnungen benutzen wir dieses erheblich
vereinfachte lineare Gleichungssystem.

3. Setze z=1 in die zweite Gleichung ein:

y+ 2z =4 | z=1einsetzen
y+21=4
y+ 2 =4 |2

y =2
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Lineare Gleichungssysteme

Das Eliminationsverfahren (Forts. 3)

4.8etze y=2 und z=1 indie erste Gleichung ein:

x+ 2y +3z =4 | y =2, z=1 einsetzen

x+22+31=4

x+ 4 + 3 =4
x +7 =4 | -7

x =-3

Das lineare Gleichungssystem hat also die Lésung:
x=-3
y=2
z=1

Das Eliminationsverfahren anhand der
erweiterten Koeffizientenmatrix

Beispiel
Lose das lineare Gleichungssystem
2x + 4y + 6z = 8
3x + 8y + 132 =20
x +3y+ 8 =11
Losung
1. Elimination nach Gauf}
24 6|8 . 12 3|4
3 8 13|20 | —Z#eD:2 13 g 13|20
1 3 8|11 13 8|11

Zeile 2 — 3- Zeile 1
Zeile 3 — Zeile 1

A 4
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Anhang: Zusammenfassung

Das Eliminationsverfahren anhand der
erweiterten Koeffizientenmatrix (Forts.)

12 34 (1234
02 4|8| %22 141 24
015 01 5|7

7 5
Zeile 3 — Zeile2

2. Elimination, Fortsetzung nach Jordan

SO =

2 34 . . 123
1 214 (Zeile 3):3 012
03 00

3

12 34 Zeile 1 — 3- Zeile 3 1201
01 24 Zeile 2 — 2-Zeile 3 slo1 02
0011 0011
. . 10 0|3
Zeile 1 — 2-Zeile 2 slo010!2
0011
Also:
x=-3
y=2
z=1
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Lineare Gleichungssysteme

3x3-Determinanten (Sarrus)

Die Determinante eines quadratischen Schemas von neun
(3%3) Zahlen wird nach Sarrus wie folgt berechnet:

1. Schreibe die ersten zwei Spalten zusiitzlich an das Ende:
2 4 6|2 4

3 8 1313 8
1 3 8|1 3

Man hat nun drei Haupt- und drei Nebendiagonalen:

2 4 6(2 4 2 4 6|2 4
3 8 133 8 und (3 8 133 8
1 3 8{1 3 13 8|1 3

2. Rechne nach dem Prinzip Haupt- — Nebendiagonalen:

2 4 6|2 4

381338 = \\-/

1 3 8|1 3

3. Die Determinante ist also:

2 4 6|2 4
3 8 133 8 = 2.-8-8+4:13:.1+6-3-3
1 3 8|1 3 -1.8.6 - 3-13-2 - 8-3-4

= 128+52454-48-78-96
= 234-222
= 12
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Anhang: Zusammenfassung

Laplace-Entwicklung

Determinanten kénnen wie folgt auf kleinere Determinanten
zuriickgefiihrt werden:

1. Wihle eine Spalte.

2.Gehe alle Elemente der Spalte durch. Streiche die
gewihlte Spalte und die Zeile des gewahlten Elementes

aus der Determinante. Es ergibt sich eine sogenannte
Unterdeterminante.

3. Multipliziere die gew#hlten Elemente mit den
zugehdrigen Unterdeterminanten.

4.Versche die Produkte mit Vorzeichen gemil dem
Schachbrett-Muster:

a]**
aZ**=
as**
)%)u()( W * * W * *
ald, * *|—a|@ X X|+a|g * *

H, * * W, * =* H, X X
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Lineare Gleichungssysteme

Laplace-Entwicklung (Forts.)

Beispiel
2 4 6
Berechne die Determinante |3 8 13].
1 5 7
Losung
Wir wihlen die erste Spalte:
2 4 6 X A K X 4 6 X 4 6
3 8 13|=2[X 8 13]-3|X X X|+1|X 8 13
15 7 X 5 7 X 5 7 £ X X
8 13 4 6 4 6
=2 -3 +1
5 17 5 7 8 13

= 2(8-7-5-13) = 3(4-7—5-6) + 1(4-13-8-6)

= 2(56—65)—3(28 -30)+1(52—-48)

=-18+6+4
=-8
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Anhang: Zusammenfassung

Rechenregeln fiir Determinanten

Regel 1

Wenn zwei Spalten gleich sind, ist die Determinante 0.
Beispiel: | aac | =0

Regel 2

Die Spalten in einer Determinante verhalten sich wie die Faktoren
in einem Produkt.
Beispiel: I(a+b) c d] = |a c d| + Ib c dl

Regel 3

Ein gemeinsamer Faktor in einer Spalte kann vor die Determi-
nante gezogen werden:
Beispiel: Ika b c[ =k-|a b c|

Regel 4
Die Determinanten der Einheitsmatrizen sind 1
. 10 100
Beispicele: 01 =1 |01 0|=1
001
Regel 5

Wenn man zwei Spalten vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen
der Determinante:

Beispiel: |a b c|=—|b a c|

Regel 6

Wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen hinzu-
addiert, bleibt die Determinante unverindert.
Beispiel: Ia b c|=|a (b+ ka) c[

Regel 7

Wenn eine Spalte nur aus Nullen besteht (Nullspalte), dann ist die
Determinante Null.

Beispiel: |0 b c[ =0
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Lineare Gleichungssysteme

Matrizen

Matrizen

Matrizen sind rechteckige Anordnungen von Zahlen. Hat
eine Matrix beispielsweise 2 Zeilen und 3 Spalten, so
bezeichnet man sie als 2x3-Matrix.

Beispiele:
. 34
2x2-Matrix: (2 5)

.. (3 41
2x3-Matrix: (2 5 7)

3 4
3x2-Matrix: | 2

— N

2x1-Matrix: (3)

1x2-Matrix: (3 4)

Addition und Subtraktion von Matrizen
Matrizen werden komponentenweise addiert und subtrahiert:

(3-8 a3)-(0 %)
(E9CH-(2 49 4)

Vielfaches einer Matrix
Man multipliziert eine Zahl mit einer Matrix, indem man alle
Elemente der Matrix mit dieser Zahl multipliziert:

o3 T\ _ (23 27\ _(6 14
45)7\2:4 257810
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Anhang: Zusammenfassung

Matrizen (Forts.)

Multiplikation von Matrizen
Ein genauer Blick auf die linearen Gleichungssysteme zeigt,
wie die Multiplikation von Matrizen aussehen sollte.
Wenn man ein lineares Gleichungssystem wie
2x+3y =8
5x+4y =13
kompakt mithilfe von Matrizen schreibt:

5 30)-(3)

wird folgende Definition des Matrizenproduktes nahegelegt:

5 0)-G2)

Die Spalte wird iiber die Matrix gelegt und die ihre Elemente
werden mit den darunterliegenden Zahlen multipliziert:
x Yy

5 30)-(2)

Multiplikation von Matrizen (Beispiele)

Beispiel 1
76

2 3\(7)_(2-7+3-6) (14+18) (32
5 4)l6)T\5-7+4.6) T(35+24) T\ 59
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Lineare Gleichungssysteme

Matrizen (Forts.)

Beispiel 2

(2 1Y4 6
Berechne: (3 2)(7 5)

Losung

4 7

2 1Y|4] 6)_(|2-4+1-7| 2-6+1-5) (15 17

3 2117 5) ||3-4+2-7| 3-6+2-5| (26 28

Man erhilt die zweite Spalte des Produkts, indem man mit der

zweiten Spalte der rechten Matrix multipliziert. Analog
verfihrt man bei weiteren Spalten in der rechten Matrix.
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